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(7.2), entonces el valor del mecanismo TACC está determinado por la ecuación (7.7), de
forma análoga a una opción put americana.
VTACC = Max(0, V Lt − Vt) (7.7)
Aplicación
Para la aplicación del modelo de valoración del mecanismo de compensación TACC, se pro-
pone el mismo proyecto de concesión hipotético de la sección 7.2. Para ello, se toma el mismo
modelo de comportamiento del tráfico vehicular, según los parámetros definidos allí y, ade-
más, se asume que el Gobierno compensará tan solo el 80% del valor de los costos incurridos
en el momento que se realiza la terminación del contrato. Teniendo en cuenta las proyeccio-
nes de los ingresos y costos, y la ecuación (7.6), se encuentra que esta compensación (V Lt )
solo estará disponible por 18 años. La tabla 7.4 muestra las respectivas proyecciones.
Tabla 7.4: Estimación de V Lt (miles)
Año 1 2 3 4 5 6 7 8 9
V Lt $130,37 $255,46 $374,94 $368,29 $359,18 $347,68 $333,87 $317,83 $299,623
Año 10 11 12 13 14 15 16 17 18
V Lt $279.30 $256,93 $232,55 $206,20 $177,93 $147,77 $102,13 $55,52 $7,92
Fuente: elaboración propia.
Ahora, al usar la ecuación (7.7) se estima el valor de la opción . Para ello, se utiliza el modelo
binomial. En este ejercicio de valoración se estima primero la volatilidad del proyecto de
concesión, la cual al usar el modelo de Copeland y Antikarov (2001) (ver sección 4.3) se
estima en un 60% (usando simulación de MC con una muestra de 100.000 iteraciones).
Finalmente, se encuentra que el valor de la opción de terminación anticipada es de $225 mil
millones, con posibilidades de ejercicio de la opción desde el tercer año.
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c) Por mutuo acuerdo de las partes (Gobierno y privados) debido a la materialziacion de
un riesgo o por cambios de las condiciones de mercado.
De igual forma, se puede dar una terminación unilateral por parte del Gobierno, la cual se
puede presentar como una expropiación o una recompra del proyecto. De todas estas razones,
para efectos del presente documento solo se analizará la terminación por mutuo acuerdo entre
las partes. Aquí, la posibilidad (u opción) que tienen los inversionistas privados de abando-
nar el proyecto, en cualquier momento t, a cambio de una compensación otorgada por el
Gobierno, genera un valor adicional. Esta opción de terminación anticipada del contrato de
concesión (TACC) actúa como un mecanismo de garantía, análogo a la garantía de ingreso
mínimo, cuando se materializan riesgos que afectan fuertemente el desempeño financiero del
proyecto, y puede ser valorada como una opción de abandono o de liquidación (para más de-
talles ver Zhang y Xiong [2015] y Liu et al. [2017]). Bajo esta flexibilidad, los inversionistas
adquieren el derecho de terminar anticipadamente el proyecto, cuando ellos encuentran que el
valor de compensación es mayor al valor de continuar el proyecto, es decir, el valor presente
de los ingresos. Una ventaja notable de este tipo de flexibilidad en el contrato, como afirma
Giraldo (2019), es la posibilidad de evitar costosas renegociaciones o litigios, que pueden
salir, incluso, más costosos que el mismo proyecto.
Valoración del mecanismo TACC como una opción put
Mediante el mecanismo TACC, el Gobierno compensa monetariamente a los inversionistas
privados cuando estos deciden no continuar con el contrato de concesión, por ejemplo, cuan-
do el ingreso generado por el cobro de peaje es demasiado bajo. A diferencia del esquema de
GIM, aquí el umbral que define el valor de terminación anticipada (V L) se calcula para cada





(Ct − Rt)(1 + r)t (7.6)
donde: Ct representa los costos de construcción, operación y mantenimiento, servicio de
deuda e impuestos, y TL el momento en el que se presenta la terminación del contrato. Esto
significa que el valor V L es diferente en cada momento t. Si la decisión de terminación
se toma al momento de finalizar la construcción, el valor de la compensación V L estará
determinado por el valor actualizado de todos los desembolsos realizados en la construcción
a la tasa r, esto si, por ejemplo, durante esta fase el proyecto no genera ingresos por concepto
de cobro de peaje. Lo anterior implica que, si V L al momento t es mayor al valor presente
de futuros flujos que generaría la concesión, si continúa con su normal funcionamiento (Vt)
teniendo en cuenta la trayectoria futura del nivel de tráfico vehicular, la decisión óptima para
los inversionistas es terminar el contrato.
Ahora, si se asume que el tráfico vehicular es la principal fuente de incertidumbre del proyecto
y este viene caracterizado por un proceso estocástico del tipo MGB, como indica la ecuación
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Figura 7.5: Valor de la garantía de ingreso mínimo (GIM)
Fuente: elaboración propia.
Dadas las características del proyecto, el valor total de carácter contingente que el Gobierno
debe comprometer representa un costo relativamente alto para él y puede afectar seriamente
su presupuesto, teniendo en cuenta que el objetivo final del uso de un esquema de APP es el
de reducir la participación de recursos públicos7. Cabe resaltar que estos resultados dependen
tanto de los parámetros usados en la modelación del tráfico vehicular mediante un proceso
de tipo MGB, como de la escogencia misma del proceso estocástico. De acuerdo con Zapata
et al. (2019), el MGB no siempre es el más adecuado para modelar este tipo de variables,
en cambio, un proceso de reversión a la media como el proceso Ornstein–Uhlenbeck o sus
extensiones, pueden ser mucho más apropiados.
7.3. Terminación anticipada y compensación del contrato
de concesión
De acuerdo con Giraldo (2019), la terminación anticipada de un contrato de APP es una
situación donde el ciclo de vida del proyecto se interrumpe por un evento que inviabiliza su
continuidad. Además, la terminación se puede dar por varias razones, las cuales se pueden
categorizar, según la parte responsable de la terminación:
a) Por responsabilidad del Gobierno ante un incumplimiento de sus obligaciones.
b) Por responsabilidad de los inversionistas privados, producto de su incapacidad técnica,
financiera u operativa.
7 Particularmente para Colombia, la participación máxima que debería tener el Gobierno en este tipo de
financiaciones no debe exceder el 20% del valor total del proyecto, como lo indica la Ley 1502 de 2012 (o
Ley de las APP) y sus decretos reglamentarios. Este nuevo esquema normativo busca, no solo corregir los
problemas asociados con la terminación de los contratos de infraestructura, sino también reducir la participación
de recursos públicos de carácter contingente comprometidos en los proyectos.
4Valor presente neto ampliado (VPNA)
Vehículo de propósito especial (SPV)
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Figura 7.3: VPN esperado
Fuente: elaboración propia.
Luego de obtener este umbral, se realiza un ejercicio de simulación adicional para valorar la
GIM. Para ello, en cada t se compara el ingreso garantizado (Rg), el cual está determinado
por el umbral, y el ingreso simulado (Rs). La figura 7.4 permite comparar dos escenarios de
este ejercicio de simulación: a) escenario de no pago por parte del Gobierno, donde el ingreso
que genera la concesión (Rs) es mayor que Rg y; b) escenario de pago, donde el ingreso de
la concesión (Rs) se encuentra por debajo de Rg.
Figura 7.4: Comparación entre Rs y Rg
a) Simulación 1: Rs > Rg b) Simulación 2: Rs < Rg
Fuente: elaboración propia.
Finalmente, como resultado de este ejercicio de simulación se obtiene el valor esperado de
la GIM (figura 7.5). El valor total que debería dejar comprometido el Gobierno para este
proyecto de concesión, teniendo en cuenta el riesgo de tráfico vehicular, asciende a $186 mil
millones, lo cual representa aproximadamente un 32% del valor total del proyecto. De igual
forma, con un 95% de confianza, el valor contingente máximo que compromete el Gobierno
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Tabla 7.3: Proyecciones y modelo financiero de la concesión (millones)
Año Tráfico anual Ingresos Costos y gastos Impuestos Utilidad operacional
1 2,75 40.528 2.376 10.788 - 163.843
2 2,91 44.249 2.307 11.245 - 158.396
3 3,09 48.311 2.448 12.602 - 152.723
4 3,27 82.853 6.303 17.052 59.498
5 3,47 90.458 6.492 19.573 64.393
6 3,68 98.763 6.687 22.331 69.745
7 3,90 107.829 6.887 25.345 75.597
8 4,13 117.728 7.094 28.640 81.993
9 4,38 128.535 7.307 32.242 88.986
10 4.64 140.335 7.526 36.180 96.629
11 4,92 153.217 7.752 40.483 104.983
12 5,21 167.283 7.984 45.186 114.112
13 5,53 182.639 8.224 50.326 124.089
14 5,86 199.405 8.471 55.943 134.992
15 6,21 217.711 8.725 62.080 146.906
16 6,58 237.697 8.986 68.786 159.924
17 6,98 259.517 9.256 76.114 174.148
18 7,40 283.341 9.534 84.119 189.688
19 7,84 309.352 9.820 92.866 206.666
20 8,31 337.750 10.114 102.421 225.215
21 8,81 368.756 10.418 112.860 245.478
22 9,34 402.607 10.730 124.263 267.614
Fuente: elaboración propia.
por aceptación P[VPN< 0] y el valor en riesgo (VaR, por sus siglas en inglés)5.
La figura 7.3 presenta la función de densidad, la cual permite confirmar un resultado favorable
del proyecto con un E[VPN] de $291 mil millones. Sin embargo, su nivel de riesgo es alto ya
que P[VPN< 0]=0,34 y VaR=$-362 mil millones. Estos resultados generan la necesidad de
incorporar esquemas de protección para los inversionistas y prestamistas, dado que un alto
nivel de riesgo puede afectar el cierre financiero. Lo primero que se debe definir es el umbral
a partir del cual el Gobierno realiza los pagos a la concesión. Similar a Buyukyoran y Gundes
(2017), se implementa un enfoque de optimización para determinarlo. Para ello, se considera
que un VPN = 0 puede determinar de forma adecuada este umbral6, dado que a partir de este
punto las condiciones financieras del proyecto son idóneas, es decir, el proyecto es viable
financieramente. Al optimizar este modelo, se encuentra que un descenso de un 22% del
tráfico vehicular, permite llegar a este objetivo.
5 Por ejemplo, se asume un nivel de confianza del 95%.
6 Otra alternativa puede enfocarse en la capacidad de pago del proyecto, es decir, en el DSCR. Bajo este
indicador se puede calcular e nivel de tráfico vehicular que lleva al cumplimiento de un DSCR mínimo durante
todo el periodo. Este tipo de aplicaciones son útiles para valorar garantías de deuda.
6análisis de opciones reales: la estimación de la “volatilidad”. En primera instancia, se presenta
una discusión sobre la importancia y el tratamiento de las incertidumbres en las decisiones
de inversión y su incorporación al análisis de valoración. Para ello, se muestran los modelos
de estimación basados en soluciones analíticas, así como todos aquellos que permiten un
tratamiento consolidado de la volatilidad, gracias a la técnica de simulación de Monte Carlo.
El capítulo 5, permite extender la discusión anterior desde un contexto multidimensional,
gracias a la adaptación de los modelos multinomiales de valoración de opciones. Allí, se
abordará el problema de valoración y tratamiento de las incertidumbres. De igual forma, se
presentan los distintos modelos que permiten aproximarse al problema, y se introducen las
opciones arcoíris, con una aplicación sencilla de estas. En el capítulo 6, se introduce otro
elemento indispensable en la toma de decisiones bajo incertidumbre, que integra elementos
propios de la estrategia corporativa. A partir del análisis conjunto de la teoría de juegos y las
opciones reales se presenta un modelo mucho más completo que permite dar un tratamiento
a las interacciones competitivas.
En el capítulo 7, se presenta una aplicación en el contexto de los proyectos de infraestruc-
tura. Para ello, se introducen al análisis los mecanismos de compensación contractual en los
proyectos de asociaciones público-privadas (APP), los cuales han venido tomando gran im-
pulso en las últimas dos décadas. En este contexto, se implementan modelos de valoración
asociados a los esquemas de garantía de ingreso y terminación anticipada del contrato.
Finalmente, agradezco a los profesores Camilo Romero y John Moreno, de la Universidad
Externado de Colombia, quienes con su conocimiento profundo y amplia experiencia en el
tema contribuyeron, no solo a mi formación, sino que aportaron grandes ideas y me apoyaron
en el desarrollo de este libro.
Carlos Andrés Zapata Q.
Docente-Investigador
ODEON - CIPE
Universidad Externado de Colombia
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Cabe resaltar que la concesión genera recursos con los cuales apenas cubre sus obligaciones
financieras, lo cual puede representar un alto riesgo para los prestamistas, por ejemplo, si
el nivel de tráfico vehicular resulta ser más bajo de lo esperado. De igual forma, en este
escenario los inversionistas también pueden enfrentar un alto riesgo, dado que cualquier caída
del nivel de tráfico puede afectar su rentabilidad esperada.
Tabla 7.2: Supuestos del proyecto de concesión
Duración del proyecto (años) 22
Inversión total (millones) 580.750
TPD (No. de vehículos) 7.100
Tasa crecimiento del TPD (%) 6%
Tarifa de peaje fase construcción ($) 14.324
Tarifa de peaje fase O&M ($) 22.500
Costos de O&M (millones) 5.600
Inflación esperada (%) 3
Tasa impositiva (%) 34
Fuente: elaboración propia.
Un análisis estocástico del modelo financiero puede reflejar el nivel de riesgo que representa
el proyecto de concesión para los prestamistas e inversionistas privados. Para ello, se define
como principal fuente de incertidumbre el nivel de tráfico vehicular (T ). Esta variable será
modelada al asumir un proceso estocástico del tipo MGB, como indica la ecuación (7.2).
Figura 7.2: Serie histórica de tráfico vehicular
Fuente: elaboración propia, con base en Agencia Nacional de Infraestructura (ANI).
Para esta aplicación, se toma la serie histórica de tráfico vehicular de la carretera analizada
desde el año 2001 (figura 7.2) y se estiman los parámetros del proceso (μT : 6% y σT : 14%),
con los cuales se realiza la simulación de MC (100.000 iteraciones). La modelación del tráfico
vehicular bajo este supuesto permite estimar el valor esperado del VPN de proyecto; una
ventaja adicional es que permite obtener medidas de riesgo como la probabilidad de pérdida
Capítulo 1
Opciones reales y valoración estratégica
de inversiones
Durante las últimas cuatro décadas, los modelos de valoración de opciones financieras se han
incorporado al análisis de opciones reales (ROA, por sus siglas en inglés), cuyo objeto de
estudio comprende la toma de decisiones estratégicas de inversión en un entorno dinámico
con capacidad de adaptación, propio de la teoría moderna de inversión bajo incertidumbre
(Baecker y Hommel, 2004). En este contexto, el ROA ofrece una alternativa robusta de va-
loración basada en una visión simple pero intuitiva: en contextos de alta incertidumbre, la
flexibilidad crea valor (Trigeorgis, 1996). Además, ofrece la posibilidad de tomar decisiones
de inversión óptimas (Brennan y Schwartz, 1985; McDonald y Siegel, 1986), asociadas a las
diferentes respuestas estratégicas (Trigeorgis, 1996; Amram y Kulatilaka, 1999), situación
que el modelo tradicional de valoración, basado en el flujo de caja descontado (FCD), no
incorpora debido a su carácter estático (Dixit y Pindyck, 1994).
El análisis tradicional de evaluación de inversiones, cuyo objeto de estudio está configurado
por el conjunto de reglas que sustentan las decisiones de inversión (Romero, 2006), le permite
al inversionista y/o al tomador de decisión escoger la mejor alternativa entre varias mediante
criterios predefinidos, tal es el caso del valor presente neto (VPN).
1.1. Modelo de flujo de caja descontado (FCD)
Un proyecto o una decisión de inversión tienen como propósito contribuir a la maximización
del valor de la empresa. Para ello, la inversión requiere comprometer unos recursos en el
presente con la promesa de recibir una compensación o beneficio en el futuro. La decisión
de invertir requiere, por tanto, que los recursos generados sean mayores que los recursos
comprometidos. En este caso, se dice que la decisión de inversión es viable.
Esta metodología le permite al inversionista escoger “la mejor” entre varias alternativas, par-
tiendo de algunos criterios predefinidos. Las metodologías más conocidas y utilizadas son el
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UF Intervención Longitud
UF1 Construcción y mantenimiento 24 km
UF2 Construcción y mantenimiento 36 km
El proyecto comprende dos fases: i) fase de construcción con duración de tres años, en la que
se espera la entrega de las dos UF; ii) una fase de operación y mantenimiento (O&M) de la
carretera con una duración de 22 años. Se estima que el valor total de la inversión asciende
a $580.750 millones (apróx. 0,58 billones). Además, se asume que el cobro de peaje se hará
en una caseta (punto de cobro), la cual estará a cargo de la concesión desde el primer año, sin
embargo, se establece una tarifa diferencial durante las fases de construcción y de O&M. Los
recursos recaudados en la fase de construcción se destinarán para cubrir parte de la inversión
requerida una vez se paguen los costos de funcionamiento e impuestos.
Después de entregar terminadas las dos UF, los recursos de recaudo de peaje se destinarán
para cubrir funcionamiento, impuestos y el servicio de deuda. Los saldos restantes, después
de reservas exigidas, se destinarán para el pago de dividendos a los inversionistas. En esta
fase de O&M, se realizará un ajuste a la tarifa de peaje correspondiente. Finalmente, el pro-
yecto será financiado con aportes de los inversionistas, recaudo de peaje (en los tres años de
construcción) y deuda (crédito sindicado), como se muestra a continuación:
Aportes Participación (%)
Recaudo de peaje 16,5
Inversionistas privados 16,4
Crédito sindicado 67,1
El crédito sindicado se negoció con bancos locales a una tasa del 8% a un plazo de 12 años.
Además, el crédito exige una relación mínima de cobertura del servicio de deuda (DSCR, por
sus siglas en inglés) de 1,2 a lo largo de la vida de la deuda.
Finalmente, para simplificar las cuentas, se trabajará con un TPD y una tarifa de peaje ponde-
rados, teniendo en cuenta el tráfico vehicular por categoría. Todos los supuestos del proyecto
se presentan en la tabla 7.2. A partir de esta información, se realizan las respectivas proyeccio-
nes y se construye el modelo financiero de la concesión. La tabla 7.3 resume los principales
resultados. Al usar una tasa de descuento (WACC) de 6,83%, las proyecciones del modelo
financiero dan como resultado un VPN de $125.469 millones y una TIR de 8,4%. Estos re-
sultados confirman la viabilidad financiera del proyecto de concesión. Adicionalmente, para
todo el periodo de amortización de la deuda, se encuentra una relación mínima de cobertura
del servicio de deuda de 1,21, es decir, las proyecciones de los recursos disponibles para el
pago de la deuda muestran que estos alcanzan para pagar como mínimo 1,21 veces el servicio
de deuda.
8valor presente neto (VPN) y la tasa interna de retorno (TIR)1. Aunque son varias las metodo-
logías que se identifican para determinar la viabilidad financiera de una inversión, la superio-
ridad del VPN como criterio de decisión en la clasificación y selección de oportunidades de
inversión es generalmente aceptada.
El VPN indica el incremento de valor que genera la inversión si esta se lleva a cabo. En otras
palabras, representa los recursos (netos) que obtiene el inversionista hoy (en el momento t=0
o momento de la valoración), después de descontar los flujos de caja a una tasa adecuada y al
restarle el monto de la inversión. Esta técnica estándar se basa en un principio fundamental de
las finanzas: el valor del dinero en el tiempo. Aquí, los flujos de caja (FC) que espera generar
un proyecto durante un periodo de tiempo determinado se descuentan a una tasa de interés.
El resultado de esta suma de valores descontados se compara con el valor de la inversión (I),
como indica la ecuación (1.1).




(1 + TD)t (1.1)
donde: TD representa la tasa de descuento, la cual debe reflejar la rentabilidad requerida
por la compañía o sus accionistas sobre la inversión. Uno de los temas más polémicos en
la evaluación de inversiones es la elección de la tasa de descuento apropiada y, por tanto,
la atribución de un nivel de riesgo al proyecto (Copeland y Antikarov, 2001). Esta tasa de
descuento se puede estimar de varias formas, por ejemplo, se puede utilizar el costo promedio
ponderado del capital (WACC, por sus siglas en inglés). El WACC permite representar el
costo (promedio) de todas las fuentes de financiación y se obtiene al aplicar la ecuación (1.2)
WACC = wE kE + wD kD(1 − τ) (1.2)
donde: τ representa la tasa impositiva, kE y kD representan el costo del capital y de la deuda,
respectivamente, mientras wE y wD representan la participación (%) del patrimonio (E) y la
deuda (D) en la estructura de financiación, es decir:
wE =
E
D + E ; wD =
D
D + E
El enfoque más utilizado en la teoría financiera para estimar el kE es el modelo de valoración
de activos de capital (CAPM, por sus siglas en inglés). El CAPM muestra que los inversio-
nistas reciben una prima de mercado por encima de la tasa libre de riesgo al estar dispuestos a
asumir el riesgo sistemático (no diversificable), asociado con la industria o el sector en el que
se realiza la inversión (para más detalles ver Sharpe [1964], Lintner [1965] y Mossin [1966]).
Tomemos un simple ejemplo para revisar la estimación del WACC como tasa de descuento.
Ejemplo 1.1
Considere una empresa cuya estructura de financiación está conformada por un patrimonio
1 Otras metodologías muy conocidas y utilizadas son el periodo de recuperación de la inversión (PRI) y la
relación beneficio-costo (RBC), que incluso pueden incorporar la noción del valor del dinero en el tiempo.
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donde: μ y σ representan la tasa de deriva y la volatilidad de los rendimiento de Tt, respecti-
vamente, mientras dWt es un proceso estándar de Wiener.
El comportamiento de Tt determina si la concesión requiere o no el apoyo del Gobierno. Así,
para cada año t, el aporte de estos recursos Gt estará determinado por la diferencia entre el
ingreso mínimo garantizado (Pt) y el nivel de ingresos observado (Rt), si el nivel de ingresos
desciende de un nivel mínimo (ecuación 7.3).
Gt = Max(0, Pt − Rt) (7.3)
Lo anterior implica que (Pt) o (Rt) representan el ingreso efectivo de la concesión en cada





Rt si Rt > Pt
Pt si Rt < Pt
De esta forma, el ingreso del concesionario para cada t viene determinado por:
ERt = max(Rt, Pt) (7.4)
Finalmente, como el ingreso garantizado se estima y compara para cada año, su aplicación
contingente requiere una valoración completa. En el contexto riesgo-neutral, todas las esti-
maciones que se realizan a partir de la ecuación 7.3 deben descontarse al momento t = 0. Lo
anterior significa que el valor total de la garantía de ingreso mínimo (GIM) comprometida por
el Gobierno es determinado como una serie de opciones de put europeas con vencimientos
de un año (Brandão y Saraiva, 2008), que va desde el primer año (h) de la fase de operación
hasta T (finalización de la concesión), de modo que T ≥ h. Así, el valor total de la garantía





(1 + r)t (7.5)
Aplicación
En la aplicación del modelo de valoración de garantías de ingreso mínimo, se propone un
proyecto de concesión hipotético en Colombia de una carretera de peaje de doble calzada
que se compone de dos unidades funcionales (UF) y cuenta con una extensión total de 60
km. El proyecto se desarrollará bajo un esquema BOMT, donde los inversionistas privados
se comprometen a financiar, diseñar, construir, operar y administrar la infraestructura y, al
terminar el periodo de concesión esta se transferirá al Gobierno sin contraprestación alguna.
la dinámica del tráfico vehicular, como mostraron Zapata et al. (2019). Por tanto, antes de su aplicación se
recomienda emplear las pruebas estadísticas correspondientes, como los test de raíz unitaria de Dickey-Fuller
o el Dickey-Fuller aumentado y el test Ratio-Variance (para más detalles ver Bastian-Pinto, Brandão y Hahn
(2009)).
9con valor de $800 millones y cuenta con un pasivo total por valor de $1200 millones. Se sabe
además que el costo promedio de su deuda (kD) es de 10,81% y el costo del capital (kE) es
del 14,45%2. Además, si la tasa impositiva es del 35%, se tiene que el WACC es
WACC = 8001200 + 800 0,1445 +
1200
1200 + 800 0,1081(1 − 0,35) = 10 %
De igual forma, como tasa de descuento puede usarse la tasa de interés de oportunidad (TIO)
del inversionista, donde la TIO representa aquella tasa de rentabilidad que caracteriza la al-
ternativa de inversión que se escoge como criterio de comparación. Una vez se tiene la tasa de
descuento, el VPN permite definir un criterio de decisión, el cual sugiere que un proyecto de
inversión es viable si el VPN > 0, de lo contrario el proyecto no se recomienda. El siguiente
ejemplo permite comprender mejor su aplicación.
Ejemplo 1.2
Considere una empresa que tiene el proyecto de ampliación de su planta de producción para
los próximos 4 años. El montaje de esta planta representa una inversión total de $1000 millo-
nes hoy, y como resultado la empresa espera obtener unos flujos anuales de $400 millones,











Además, se sabe que la TD de la empresa es del 20%. El VPN de esta inversión es de $35,49
millones, valor que se obtiene al aplicar la ecuación (1.1)





Como resultado, se tiene un proyecto que es viable a la tasa de descuento indicada y, por
tanto, se recomienda su puesta en marcha. Cabe resaltar la relación inversa entre la TD y el
VPN: si la TD es mayor, como resultado se obtiene un menor VPN o viceversa. Por ejemplo,
si la TD es del 25%, el VPN desciende ahora a -$55,36 millones, razón por la cual no se
recomendaría la inversión. La figura 1.1 permite visualizar esta relación inversa entre la TD
y el VPN.
2 Para obtener el costo del capital se asume que la empresa negocia sus acciones en un mercado de valores
y tiene una beta (medida de riesgo sistemático) de 1,25, el rendimiento del portafolio de mercado es del 12,5%
anual y la tasa de interés libre de riesgo es del 4,7% anual.
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pagos a la concesión cuando el nivel de tráfico no alcance un nivel apropiado predefinido que
garantice un ingreso mínimo a la concesión o el pago de las obligaciones adquiridas con los
prestamistas, es decir, el pago de la deuda.
Estos esquemas de garantía, permiten que el proyecto sea económicamente factible y fi-
nancieramente atractivo para los inversionistas privados. En ambos casos, el Gobierno está
dispuesto a asumir el riesgo de tráfico y se compromete a realizar pagos garantizados bajo
escenarios “contingentes”, es decir, solo si y si el tráfico vehicular no alcanza un nivel de-
terminado el Gobierno desembolsará los recursos requeridos, en caso contrario, estos pagos
no serán necesarios. Sin embargo, a medida que otorga estas garantías, el Gobierno se hace
responsable de algunos de los riesgos del proyecto y debe cuantificarlos adecuadamente para
determinar el nivel óptimo de recursos comprometidos a fin de evitar fuertes impactos fis-
cales, así como pasivos contingentes a largo plazo. Por tanto, su principal preocupación está
en cómo determinar el valor total comprometido. Cabe anotar que el modelo tradicional de
valoración no permite realizar este tipo de análisis.
Valoración de la garantía como una opción put
La garantía de ingreso mínimo representa una de las formas más comunes a nivel teórico y
empírico y es la forma más común de compartir del riesgo de caída de los ingresos (down-
side) entre el concesionario y el Gobierno durante la fase operativa del proyecto (tabla 7.1).
Al ofrecer este mecanismo, el Gobierno asume parcialmente el riesgo al compensar moneta-
riamente al concesionario, si el ingreso generado por el cobro de peaje cae por debajo de un
umbral, es decir, un nivel mínimo garantizado (Brandão y Saraiva, 2008).
Los ingresos de la concesión en el año t (Rt) están determinados por:
Rt = Tt × ft (7.1)
donde: Tt es el nivel de tráfico vehicular anual y f la tarifa pagada, la cual se ajusta cada año
según el nivel de precios (inflación), mientras el nivel de tráfico adopta una dinámica alea-
toria. Cabe aclarar que el cobro se realiza de forma diferencial dependiendo de la categoría
de vehículo que transita por la carretera. Entonces, para facilitar la aplicación se determina
un tráfico diario promedio anual (TDP), es decir, Tt =TPD. De forma análoga, se calcula la
tarifa promedio para todas las categorías de vehículos.
De esta forma, se asume que TPD representa el nivel de tráfico (Tt) indicado en la ecuación
(7.1) y se considera como la principal fuente de incertidumbre el proyecto de concesión,
mientras que ft se asume de forma determinística. Por tanto, como indican Brandão y Saraiva
(2008), la garantía de ingreso mínimo es equivalente a una garantía de tráfico mínimo.
Ahora, bajo el espacio de probabilidad filtrado (Ω,F ,F(t0),P), se asume que Tt sigue un
proceso estocástico del tipo MGB4
dTt/Tt = μdt + σdWt (7.2)
4 Aunque es usual asumir un proceso del tipo MGB no siempre es el mejor o el más adecuado para modelar
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V PN > 0 V PN < 0
Fuente: elaboración propia.
1.2. Limitaciones del modelo FCD
En el modelo tradicional de valoración (FCD), la decisión de invertir se fundamenta en un
criterio rígido: se invierte ahora o nunca, además, si se invierte en el proyecto, este no se
modifica. Por esta razón, el FCD se considera un modelo estático, al suponer implícitamente
que una vez que el proyecto arranca, sus características originales no pueden modificarse. De
esta forma, la aplicación del modelo de FCD descarta la posibilidad de incorporar decisiones
estratégicas para hacer frente a la alta incertidumbre que puede enfrentar el proyecto a lo
largo de su vida, es decir, no tiene en cuenta la flexibilidad gerencial que puede alterar o
modificar el curso de la inversión.
Lo anterior significa que la incertidumbre de los flujos de caja no se incorpora explícitamente
en el cálculo del VPN3. En realidad, asumir un solo valor (esperado) de los flujos de caja para
cada momento (t) es muy limitado, dado que hay muchas rutas posibles que se podrían pre-
sentar durante la vida del proyecto. Sin embargo, la aplicación del VPN se realiza asumiendo
condiciones de certeza donde se utiliza solo la información que está disponible en la actuali-
dad. El ejemplo 1.1 puede extenderse para incorporar escenarios de riesgo e incertidumbre.
Ejemplo 1.3
Asumamos que los flujos de caja anuales ($400 millones) que espera obtener la empresa
para los próximos 4 años representan el valor esperado de dos posibles resultados, los cuales
caracterizan dos estados de naturaleza en el mercado, cada uno con una probabilidad de
ocurrencia del 50%. Por ejemplo: a) un estado de alto crecimiento en el que sus ventas
aumentan considerablemente y, por tanto, sus flujos de caja ascienden a $600 millones; o
b) un estado de recesión en el que vende una cantidad menor de la esperada y sus flujos de
3 En su aplicación, el VPN representa el descuento de los flujos de caja esperados del proyecto en condicio-
nes de certeza.
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garantías contingentes. Una ventaja adicional es que permite asimilar una dinámica propia de
los factores de riesgo y, así, modelar el comportamiento del tráfico vehicular3. La tabla 7.1
presenta los trabajos más conocidos en materia de aplicación de opciones reales en infraes-
tructura.
Tabla 7.1: Aplicaciones de opciones reales en infraestructura
Garantías de ingreso
mínimo
Bowe y Lee (2004), Garvin y Cheah (2004), Cheah y Liu
(2006), Wibowo (2006), Vassallo y Soliño (2006), Brandão
y Saraiva (2008), Blank, Baidya y Dias (2009), Galera y
Soliño (2010), Shan, Garvin y Kumar (2010), Ashuri et al.
(2012), Iyer y Sagheer (2011), Wibowo, Permana y Kochen-
dörfer (2012), Pellegrino, Vajdic y Carbonara (2013), Liu,
Yu y Cheah (2014), Feng, Zhang y Gao (2015), Feng et al.
(2016), Power et al. (2016), Carbonara y Pellegrino (2018),
Zapata, Mejía y Marques (2019).
Terminación anticipa-
da y renegociación del
contrato
Rose (1998), Iossa et al. (2007), Irwin y Mokdad (2009),
Liu y Cheah (2009) Xiong, Zhang y Chen (2015), Zhang y
Xiong (2015), Attarzadeh et al. (2017), Buyukyoran y Gun-
des (2017), Liu, Gao y Cheah (2017), Giraldo (2019).
Extensión del contra-
to y duración óptima
Ho y Liu (2002), Zhang, Feng y Zhang (2018).
Fuente: elaboración propia.
7.2. Garantía de ingreso mínimo
En los proyectos de APP, el Gobierno puede asumir futuros compromisos presupuestales pa-
ra hacer que el proyecto sea rentable, especialmente, cuando algunos riesgos involucrados
se materializan. Por ejemplo, en proyectos de carretera de peaje el nivel de tráfico vehicu-
lar puede afectar fuertemente el nivel de ingresos de la concesión (el SPV) y, por ende, la
rentabilidad mínima de los inversionistas. El riesgo de tráfico (o de demanda) genera una
preocupación importante y puede afectar el desarrollo del proyecto, incluso, afectar el cierre
financiero.
En aquellas carreteras que presentan un tráfico esperado bajo o tienen una alta probabilidad
de caída futura, generan una alta incertidumbre sobre los ingresos esperados; aquí los inver-
sionistas anticipan este comportamiento en el tráfico vehicular y pueden no estar dispuestos a
participar en la financiación del proyecto. De igual forma, si los prestamistas (principalmente,
los bancos) identifican este tipo de incertidumbres en la financiación pueden no estar dispues-
tos a participar en el proyecto. En ese sentido, la mejor alternativa para que el Gobierno pueda
alcanzar el cierre financiero y, con ello, promover el proyecto, es comprometerse a realizar
3 De igual forma, se pueden incorporar otros factores mediante procesos estocásticos para modelarlas de
manera independiente, como indica Rose (1998).
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caja descienden a $200 millones. En estos dos estados las proyecciones de los flujos son las
siguientes:






















Ahora, los flujos de caja anuales de $400 millones del ejemplo inicial pueden verse como el
valor esperado de $600 millones en el estado de alto crecimiento, con una probabilidad del
50% y $200 millones en el estado de recesión con una probabilidad del 50%.
Con una tasa de descuento (TIO) del 20%, el VPN esperado (E[VPN]) de esta inversión es
















= 0,5 × $553,24 + 0,5 × (−$482,25)
= $35,49
Es decir, el E[VPN] es de $35,49 millones, igual al valor que se encontró en el modelo con
certeza, y la recomendación sigue siendo la misma: invertir en el proyecto. Sin embargo, la
empresa debe tener presente que en el futuro solo uno de los dos estados de naturaleza ocu-
rrirá, representándole un valor de $553,24 millones en el estado de alto crecimiento, o una
pérdida considerable de -$482,25 millones en el estado de recesión. A pesar de encontrar un
resultado positivo, surge aquí el dilema de invertir o no en el proyecto, dado el nivel de riesgo
que se asumiría. Si la empresa emprende el proyecto de ampliación de su planta, y se encuen-
tra con el estado de recesión, las pérdidas pueden ser cuantiosas, con una alta probabilidad
de ocurrencia (50%), aunque el escenario de alto crecimiento, con igual probabilidad, puede
resultar atractivo.
En este contexto, el modelo FCD presenta deficiencias que han sido ampliamente reconocidas
en la teoría financiera:
1. La incorporación del riesgo y la incertidumbre como un componente negativo que se
ve reflejado solo en una mayor tasa de descuento.
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Figura 7.1: Participantes del contrato de APP y acuerdos relacionados
Fuente: elaboración propia.
los riesgos representa un elemento crucial y se identifica como un requisito indispensable
para garantizar su éxito. Además, la naturaleza específica del contrato de concesión origina
compromisos y responsabilidades mutuas, entre el Gobierno y el concesionario (el SPV), que
generalmente no pueden ser analizadas en el contexto general de los proyectos de inversión
tradicionales. Aquí, la toma de decisiones debe ampliarse para incluir los intereses de todos
los actores que participan en el acuerdo. A esto se suman los conflictos que pueden surgir
durante su desarrollo y que pueden llevar a una terminación anticipada.
7.1. Flexibilidades y renegociación del contrato
Una vez que se toma la decisión de implementar una APP, el Gobierno como originador
de la iniciativa y tomador de decisión, debe conocer el valor de la flexibilidad que ofrece.
Debería poder determinar su impacto en la viabilidad del proyecto y comprender el costo
fiscal que podría soportar. En este contexto, la teoría de las opciones reales proporciona un
marco adecuado para cumplir este propósito. Sin embargo, la presencia de intereses de todas
las partes que exhibe un acuerdo de APP hace que el análisis de opciones reales sea diferente
de su tratamiento convencional, es decir, de las estructuras simples de flexibilidad cuando
se analizan, por ejemplo, opciones de diferir, expandir o abandonar, entre otros, donde el
tomador de decisiones busca maximizar su valor presente o rentabilidad.
La incorporación del ROA permite obtener una estimación adecuada de estos valores de las
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La estructuración de un proyecto de inversión requiere de un pronóstico de los flujos
de caja, los cuales anticipan el posible resultado de su puesta en marcha, mediante
la creación de expectativas, pero estas representan simples estimaciones de lo que se
espera va a pasar en el futuro (Romero, 2006). Sin embargo, no siempre se alcanza
el resultado deseado. La presencia de eventos inciertos puede afectar el desempeño
futuro de la inversión de forma positiva al mejorar sus resultados, por ejemplo, ante un
aumento de la demanda, o de forma negativa al generar pérdidas debido a una caída en
esta o por un incremento en los costos y gastos4. Estas variables incorporan volatilidad
en los flujos esperados y representan un nivel de riesgo que se debe considerar en la
toma de decisión de inversión.
Por su parte, el modelo de FCD no incorpora esta incertidumbre de forma explícita,
dado que este solo tiene en cuenta parte de su efecto en la tasa de descuento (Copeland
y Antikarov, 2001). Un mayor nivel de riesgo en la inversión solo se refleja en una
mayor tasa, por tanto, la connotación riesgosa de la inversión se traduce directamente
en un menor VPN de los flujos.
2. La omisión de las respuestas estratégicas (flexibilidades) como respuesta a la naturaleza
incierta de los flujos de caja.
Generalmente, la realización de los flujos de caja puede diferir de lo inicialmente “es-
perado”, lo cual representa un mayor riesgo y puede afectar el éxito de la inversión
(Dixit y Pindyck, 1994; Trigeorgis, 1996). A medida que pasa el tiempo, va llegando
nueva información que permite revisar el desarrollo de la inversión y, con ello, tomar
cursos alternativos que modifiquen la inversión original para maximizar su valor. Las
decisiones que modifican el proyecto original (como esperar para invertir) o que modi-
fican su escala (contraer o expandir, etc.), representan respuestas estratégicas que puede
adoptar la empresa para enfrentar las condiciones inciertas del mercado, las cuales re-
percuten en un aumento de su valor. Estas respuestas estratégicas representan opciones
reales que, generalmente, están incorporadas en las diferentes alternativas de inversión.
Además, las opciones reales introducen una nueva perspectiva respecto al efecto que
genera la incertidumbre en el valor de las inversiones y que va en contraposición de la
visión tradicional de valoración. En resumen, las opciones reales pueden representar un
modelo de aprendizaje (Mun, 2002) que permite tomar decisiones estratégicas y mejora
el desempeño de la inversión original a medida que se va resolviendo la incertidumbre
con la llegada de nueva información. Como resultado, se puede alcanzar una mejora
sustancial en el resultado de la inversión, como un aumento de sus ganancias, o bien,
se pueden limitar las pérdidas probables.
3. La erosión de valor producto de la fuerte competencia que puede afrontar una oportu-
nidad de inversión.
4 Desde este marco de análisis, se considera solo la incertidumbre cuantificable, es decir, aquella que puede
representarse a través de parámetros estadísticos y probabilidades de ocurrencia (Romero, 2006).
Capítulo 7
Aplicación: proyectos de infraestructura
Desde la década de los noventa, las asociaciones público-privadas (APP) han representado
un esquema útil para la financiación de proyectos de infraestructura a largo plazo bajo una
estructura contractual que lleva a la creación de una entidad económica independiente cono-
cida como la concesión o vehículo de propósito especial (SPV, por sus siglas en inglés) y, se
fundamenta en la generación de ingresos1 a través del cobro de una tarifa, principalmente en
infraestructura vial, como carreteras de peaje. Bajo este esquema, el Gobierno obtiene acceso
a capital privado2, así como a su experiencia y conocimiento basado en la premisa de que
el sector privado tiene incentivos para financiar, construir y gestionar grandes proyectos de
infraestructura de forma mucho más eficiente que el sector público (Yescombe, 2002; Gat-
ti, 2008). Para ello, se estructura un contrato de concesión por un periodo que debería ser
suficiente para asegurar la recuperación de su inversión (Grimsey y Lewis, 2002).
Este esquema tiene ciertas características distintivas frente al financiamiento corporativo tra-
dicional (Gatti, 2008; Brandão y Saraiva, 2008). En el contrato de APP, un grupo de patrocina-
dores (accionistas de la compañía del proyecto) y los prestamistas proporcionan los recursos
necesarios para diseñar, construir y administrar el proyecto. Esta financiación se caracteriza
por los grandes desembolsos de recursos (deuda y capital), largos plazos para recuperar la
inversión y los múltiples participantes con diferentes responsabilidades e intereses. La figura
7.1 muestra un esquema proforma de todos los participantes del contrato de concesión.
La principal característica estructural de la concesión es su limitada discreción en la gestión
del proyecto, donde debe enfocar todos sus esfuerzos en la generación de ingresos y, a partir
de estos, cubrir las obligaciones contraídas y remunerar a todas las partes involucradas. Cabe
anotar que, bajo este esquema de financiación, los acuerdos contractuales se utilizan como
un mecanismo para la gestión de riesgos. Por ello, una adecuada gestión y asignación de
1 El nivel de ingresos que genera el proyecto es el insumo más importante en el que se basa toda la transac-
ción del acuerdo de APP.
2 La restricción presupuestal, la necesidad para mejorar y ampliar la provisión de bienes y servicios públicos,
así como la transferencia de riesgos, han llevado al Gobierno a acudir a inversionistas privados para participar
en estos acuerdos contractuales de largo plazo (Grimsey y Lewis, 2002).
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Una empresa no está sola en el mercado y, por tanto, en cada decisión de inversión debe
contemplar la incertidumbre asociada a las respuestas estratégicas de la competencia.
Por ejemplo, si la empresa decide invertir ahora para desarrollar un nuevo producto o
para entrar en un nuevo mercado, es posible que esta obtenga una ventaja competiti-
va; sin embargo, si la competencia responde rápida o anticipadamente, los resultados
deseados se pueden limitar o incluso eliminar sobre todo cuando la competencia cuen-
ta con gran poder de mercado5. Si decide esperar un mejor escenario, la competencia
puede anticiparse y la empresa puede perder la oportunidad, pero si esta adelanta la
inversión sin contar con la información necesaria, o no es el escenario adecuado, los
resultados pueden ser desastrosos.
Por tanto, la decisión de inversión requiere de una compleja evaluación y gestión ópti-
ma de opciones estratégicas que solo puede abordarse con las herramientas analíticas
adecuadas (Chevalier-Roignant y Trigeorgis, 2011). La evaluación inicial de invertir o
no, se puede adelantar mediante el análisis de opciones reales, pero este proceso tam-
bién requiere la incorporación de decisiones estratégicas en respuesta a las acciones
de la competencia. Un análisis adecuado bajo esta perspectiva exige una combinación
de la teoría de opciones reales y la teoría de juegos y comprende un nuevo marco de
análisis denominado juegos de opciones reales (ROG, por sus siglas en inglés) (Zapa-
ta, 2016). Cuando el desempeño de una empresa se ve afectado por las acciones de la
competencia, se requiere cambiar el criterio de inversión óptima (Smit y Trigeorgis,
2004) y la integración de la teoría de juegos ayuda a resolver el problema.
Este enfoque integrado se ha venido desarrollando desde la década de los noventa y
se encuentran importantes contribuciones en Smit y Trigeorgis (2004) y Chevalier-
Roignant y Trigeorgis (2011), entre otros. De acuerdo con Smit y Trigeorgis (2004), la
utilidad de la teoría de juegos en el análisis de las decisiones estratégicas de inversión se
identifica en: i) ayuda a reducir un problema estratégico complejo a una estructura ana-
lítica sencilla que consta de pocas dimensiones y, ii) introduce una solución que puede
ayudar en la comprensión (y anticipación) del comportamiento de los competidores.
Sin embargo, está aplicación, a diferencia de la teoría de juegos estándar, suele ser
más compleja ya que cada empresa tiene que anticipar las posibles acciones y tiempos
disponibles para sus competidores, situación que no siempre es posible. Por ejemplo,
cuando se evalúan decisiones de inversión para un nuevo producto de tipo tecnológico,
o al entrar en un nuevo mercado, una empresa no siempre cuenta con la suficiente
información o conocimiento y, por tanto, la estimación de sus beneficios se vuelve
confusa.
Como resultado, se encuentra que el modelo tradicional ignora, o no captura, adecuadamente
la flexibilidad que permite adaptar o revisar las decisiones de inversión en respuesta a aque-
5 Toda empresa se enfrenta siempre al dilema de poner en marcha la inversión de forma inmediata buscando
obtener una ventaja frente a la competencia, o esperar mejores condiciones en el mercado que le permitan
emprender la inversión con menor incertidumbre.
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llos escenarios no deseados o producto de la presión competitiva (Trigeorgis, 1996; Smit y
Trigeorgis, 2004). Surge entonces una preocupación respecto al desarrollo de valoraciones
sesgadas o poco confiables (Brennan y Schwartz, 1985).
1.3. Cambio de paradigma: flexibilidad, incertidumbre y
estrategia corporativa
La toma de decisiones de inversión representa una tarea compleja que requiere la compren-
sión, no solo del funcionamiento del mercado y su naturaleza incierta, sino también de la
interacción estratégica de todos los agentes que participan en él. Por tanto, el criterio de in-
versión que provee el modelo tradicional debe ir acompañado de herramientas de análisis
complementarias en un contexto de riesgo e incertidumbre, esto con el objetivo de encontrar
un modelo de valoración adecuado, dado que un simple E[VPN] positivo no es suficiente. Por
ejemplo, la empresa puede incorporar decisiones estratégicas con el propósito de responder a
la incertidumbre futura: si no hay certeza para emprender ahora la inversión, se puede optar
por un periodo de espera, es decir, diferir la inversión hasta cuando se identifique el momento
adecuado para invertir. Durante el periodo de espera se puede revelar nueva información que
podría beneficiar la inversión.
De igual forma, si la empresa resuelve invertir en el proyecto puede tomar una decisión
estratégica en el futuro. Por ejemplo, en el estado de baja demanda donde se enfrentará a una
posible caída de sus ventas, la empresa puede adaptarse a estas condiciones al modificar su
escala de producción. Aquí, la empresa tiene la opción de reducir (contraer) su capacidad
de producción y, con ello, encontrar una reducción de sus costos operativos: para producir
menos, contrata menos personal, adquiere menos insumos y materia prima y reduce sus gastos
administrativos. Si la caída es muy fuerte, puede optar por el abandono del proyecto. En caso
contrario, al enfrentarse a un estado de alto crecimiento, la empresa puede optar por ampliar
(expandir) su capacidad de producción, con el propósito de aprovechar la alta demanda. La
figura 1.2 presenta algunos ejemplos sencillos de flexibilidades u opciones reales que están
presentes en las decisiones de inversión.
Estas decisiones que modifican el proyecto original (esperar, contraer o expandir, etc.) repre-
sentan respuestas estratégicas (opciones) para enfrentar las condiciones inciertas del merca-
do, las cuales pueden generar un aumento de su valor. Sin embargo, estos cursos de acción
no pueden ser incorporados en el modelo FCD directamente, como respuesta surge el ROA.
Se entiende por opciones reales al conjunto de alternativas disponibles que permiten tomar
cursos de acción diferentes al descrito en el escenario esperado (Romero, 2006).
Las opciones reales pueden representar un enfoque de valoración innovador que permite to-
mar decisiones de inversión estratégicas con mayor información. Como resultado, se puede
alcanzar una mejora sustancial en el valor: un aumento de las ganancias, o bien, se pueden
limitar las pérdidas probables. Por tanto, el verdadero valor de una inversión debe interpre-
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iv) Las dos empresas deciden no invertir (NI), entonces ambas obtienen $0: ($0; $0).
Como resultado se obtiene el equilibrio de Nash, el cual representa el valor estratégico de la
opción: ($0; $0).
Para encontrar estos valores estratégicos de la opción (equilibrio de Nash), se utilizan las
reglas y los métodos de solución del juego descritos. A diferencia de los juegos clásicos,
se encuentra que la decisión óptima de las empresas (invertir o no) depende del estado de
naturaleza (nodo) que finalmente se encuentre, es decir, las empresas se enfrentan a decisio-
nes contingentes. Por tanto, el análisis revela que los beneficios que obtiene cada empresa
de seguir una estrategia determinada dependen tanto de la incertidumbre futura, como de la
decisión de su rival.
Una vez que se obtienen estos valores estratégicos de la opción en cada nodo terminal, se
aplica la misma lógica de inducción hacia atrás en el árbol para calcular el valor estratégico
de la flexibilidad en un contexto de duopolio (o bajo rivalidad). De esta forma se tiene:
Empresa A:
En t = 1
e−0,06×1 [0,5157 $235, 2 + 0,4843 $180] = $196, 30
e−0,06×1 [0,5157 $180 + 0,4843 $0] = $87, 41
En t = 0
e−0,06×1 [0,5157 $196, 3 + 0,4843 $0] = $135, 20
Empresa B:
En t = 1
e−0,06×1 [0,5157 $83, 4 + 0,4843 $0] = $40, 52
e−0,06×1 [0,5157 $0 + 0,4843 $0] = $0
En t = 0
e−0,06×1 [0,5157 $40, 52 + 0,4843 $0] = $19, 68
Como resultado se encuentran los valores estratégicos que obtendrían las dos empresas ($135,20;
$19,68) si deciden invertir en esta oportunidad en un tiempo de dos años.
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Figura 1.2: Cursos de acción alternativos
i. Invierte ahora (alta demanda) o espera (baja demanda)
ii. Después de invertir: expande (alta demanda) o contrae/abandona (baja demanda)
iii. Después de esperar: invierte (alta demanda) o no invierte (baja demanda)
Fuente: elaboración propia.
tarse como VPN ampliado (o VPN total) el cual integra el VPN estático (sin flexibilidad) y
el valor de la(s) opción(es) real(es)6.
La incorporación de las opciones reales al análisis de las decisiones de inversión ha permitido
desarrollar un modelo integrado que permite resolver gran parte de las limitaciones que pre-
senta el modelo de FCD. Sin embargo, surge aquí una preocupación: una mejora en el diseño
de herramientas más completas para la toma de decisiones de inversión exige a su vez de
modelos de mayor complejidad. De hecho, la valoración de opciones reales exige la integra-
ción de modelos propios de la teoría de opciones financieras y de las finanzas corporativas,
así como la incorporación de herramientas de la teoría de la decisión, de la probabilidad y
estadística y, la programación dinámica.
6 La determinación de este valor ampliado ha representado un verdadero reto en la teoría financiera. La
incorporación de las opciones reales al análisis de las decisiones de inversión ha permitido desarrollar un modelo
integrado que ayuda a resolver gran parte de las limitaciones que presenta el modelo de FCD; sin embargo, surge
aquí una preocupación: una mejora en el diseño de herramientas más completas para la toma de decisiones de
inversión exige, a su vez, modelos más complejos.
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las dos empresas lanzan el videojuego al tiempo (año 2), se asume que el valor ($400 mi-
llones) se distribuye para las dos empresas teniendo en cuenta su presencia de mercado y el
valor de la inversión. Dadas las alternativas que presenta cada una, se encuentran los siguien-
tes escenarios para cada nodo terminal del árbol:
Nodo 1: $758,6
i) Si las dos empresas invierten, sus pagos finales son: ($235,2; $83,4).
Este resultado se obtiene de tomar el payoff : max($758, 6 − $220; 0) = $538, 6 y
repartirlo en función de su presencia de mercado.
Empresa A (60%) = $235,2
Empresa B (40%) = $83,4
ii) y iii) La empresa A invierte mientras que B no. En este caso, si A invierte se apropia com-
pletamente del valor total ($538,6), mientras que B no obtiene beneficio alguno ($0).
La misma lógica aplica si B decide invertir mientras que A no. En este caso se tiene:
Empresa A invierte y Empresa B no invierte: = ($538,6; $0)
Empresa A no invierte y Empresa B invierte: = ($0; $538,6)
iv) Las dos empresas deciden no invertir (NI), entonces ambas obtienen $0: ($0; $0).
Como resultado se obtiene el equilibrio de Nash, el cual representa el valor estratégico de la
opción: ($235,2; $83,4).
Nodo 2: $400
i) Si las dos empresas invierten, sus pagos finales son: ($20; $-60).
ii) y iii) Si la empresa A invierte y B no, la empresa A se apropia completamente del valor total
$180 ($400 - $220), mientras que B no obtiene beneficio alguno: ($180; $0). Ahora, si
B decide invertir y A no, el resultado es ($0; $180).
iv) Las dos empresas deciden no invertir (NI), entonces ambas obtienen $0: ($0; $0).
Como resultado se obtiene el equilibrio de Nash, el cual representa el valor estratégico de la
opción: ($180; $0).
Nodo 3: $210,9
i) Si las dos empresas invierten, sus pagos finales son: ($-93,4; $-135,5).
ii) y iii) Si la empresa A invierte y B no, la empresa A se apropia completamente del valor total
$-9,1 ($210,9 - $220), el cual representa una pérdida, mientras que B no obtiene ni
beneficio o pérdida alguna: ($-9,1; $0). Ahora, si B decide invertir y A no, el resultado
es ($0; $-9,1).
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Las opciones reales, aunque conceptualmente pueden parecer simples, en la práctica no lo
son. La ausencia de un mercado líquido de opciones reales genera dificultades para la es-
timación de los parámetros del modelo de valoración, como lo es la volatilidad del activo
subyacente, sumado a los efectos que generan las interacciones estratégicas del entorno y la
idiosincrasia misma de las flexibilidades. Además, cada opción real está definida de forma
única por su contexto o naturaleza y, muchas veces, requiere de una valoración personalizada
(Lambrecht, 2017).
1.4. Antecedentes teóricos y modelo de valoración
El ROA surge como una adaptación de los modelos de valoración de opciones financieras
desarrollados en los trabajos seminales de Black y Scholes (1973), Merton (1973) y Cox,
Ross y Rubinstein (1979). Esta adaptación se identifica inicialmente en los trabajos de Mer-
ton (1974) y Myers (1977). Merton (1974) extendió el modelo Black-Scholes (BS) al análisis
de reclamaciones contingentes (CCA, por su siglas en inglés) para el tratamiento de proble-
mas corporativos, donde asume que la deuda de una empresa puede ser considerada como
una reclamación sobre el valor subyacente de la misma, con un precio de ejercicio igual al
valor nominal y una fecha de vencimiento igual a su madurez. Una ventaja adicional que se
identifica en su aplicación, como afirman Smit y Trigeorgis (2004), es que permite reducir
las complejas estructuras corporativas y de los proyectos de inversión, a simples estructuras
analíticas conformadas por diferentes tipos de opciones reales.
Myers (1977) extendió esta propuesta al contexto de valoración de los activos reales y opor-
tunidades de inversión, los cuales pueden ser vistos como opciones en las diferentes etapas
de su desarrollo. De esta forma, Myers (1977) acuñó el término “Opciones Reales” y muestra
que el valor de una empresa se deriva no solo de sus activos, sino también de sus futuras
oportunidades de inversión u opciones de crecimiento. Desde entonces, la evaluación de in-
versiones, junto con el ROA, ha representado una herramienta poderosa para el tratamiento
de todo tipo de problemas corporativos. De igual forma, Kester (1984) encontró que los mé-
todos tradicionales de valoración ignoran las flexibilidades de la empresa y sus oportunidades
de crecimiento futuro, por lo que se requiere de técnicas adecuadas que las incorporen.
Brennan y Schwartz (1985) y McDonald y Siegel (1986) desarrollaron aplicaciones para
inversiones en recursos naturales e incorporan la teoría de control óptimo para encontrar
políticas de ejercicio en: i) el momento de la inversión y, ii) en la gestión y el abandono de los
proyectos. En la valoración, modelaron los precios (Brennan y Schwartz, 1985) y beneficios
y costos (McDonald y Siegel, 1986) a partir de procesos estocásticos del tipo movimiento
Browniano geométrico (MGB) bajo el supuesto de que el activo real y/o proyecto de inversión
tienen un mercado. Mason y Merton (1985) argumentaron que esta premisa se basa en la
hipótesis de que este activo también es un elemento que contribuye al valor de mercado de
la empresa y, por tanto, es posible considerarlo como un activo financiero. Sobre esta base,
es posible contemplar el valor del activo real como el subyacente de una opción y, en un
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Inversión (I): $220 millones
Vencimiento (T ): 2 años
Volatilidad (σ): 32%
Tasa libre de riesgo (r): 6%
Con esta información se calculan los parámetros intermedios del modelo: u, d, qu y qd. Para









1,3771 − 0,7261 = 0,5157
qd =
1,3771 − e0,06×1
1,3771 − 0,7261 = 0,4843
De igual forma, se estima un factor de descuento (e−0,06×1 = 0,9418) que se utilizará para
descontar el valor de la opción real en cada nodo del árbol hasta llegar a t = 0. La figura 6.1
representa la estructura básica del juego de opción (de invertir o no), donde el árbol binomial
representa la evolución del valor potencial (incertidumbre del mercado) hasta el vencimiento
donde en cada nodo final se encuentra como resultado una matriz de pagos (de dos por dos)
que representa el resultado de la interacción competitiva entre A y B.









I (235,2; 83,4) (538,6; 0)




I (20; −60) (180; 0)




I (−93, 4; −135,5) (−9,1; 0)
N (0; −9,1) (0; 0)
Fuente: elaboración propia.
Esta oportunidad de inversión presenta una estructura similar a una opción call. Para analizar
este efecto competitivo se asume un juego sencillo que se desarrolla de forma simultánea. Si
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primer momento, los procesos estocásticos del tipo GBM podrían utilizarse para modelar su
dinámica a lo largo del tiempo.
Pindyck (1991) encontró que el valor de las opciones de crecimiento puede representar una
fracción importante de su valor de mercado, el cual aumenta con la incertidumbre. Dixit y
Pindyck (1994) identificaron que las opciones reales ofrecen un método para valorar pro-
yectos de inversión, tomando su similitud con las opciones financieras. Ellos consideran que
los activos reales se pueden considerar como opciones cuando se incorpora la flexibilidad en
su valoración y reconocen que la dirección de la empresa tiene la capacidad de influir en la
trayectoria de los flujos de caja como respuesta a la incertidumbre futura.
Kulatilaka (1995) encontró en el enfoque de las opciones reales la oportunidad para que una
empresa pueda obtener beneficios a largo plazo. Señala que toda organización debe ajustarse
a las nuevas exigencias y desarrollos del mercado, al exigir un mayor grado de respuesta y
flexibilidad. Su trabajo es complementado por Amram y Kulatilaka (1999), donde se demos-
tró que un incremento de la incertidumbre puede conducir a un alto valor de los activos, si
los directivos identifican y usan sus opciones de inversión para responder flexiblemente a las
situaciones que se puedan presentar.
Trigeorgis (1996) consideró que un proyecto es un activo real que se puede ver como una
opción al brindar la posibilidad de ejecutar una inversión o el derecho a vender y/o cambiar el
activo implícito. Bajo el enfoque de las opciones financieras, este autor emplea una analogía
utilizando modelos de decisión que incorporan la flexibilidad e incertidumbre. Sin embargo,
advierte que la aplicación del método de valoración en las opciones reales es más complejo7.
Además, Amram y Kulatilaka (1999) y Copeland y Antikarov (2001) llevaron a cabo estudios
adicionales sobre la inclusión de flexibilidades en el análisis de las decisiones de inversión en
diferentes contextos.
Se han encontrado numerosas aplicaciones especialmente en aquellos sectores con alta incer-
tidumbre como: minería, petróleo y gas, tecnologías de información y comunicación, I+D e
innovación, infraestructura, finca raíz, emprendimiento, entre otros. La tabla 1.1 presenta al-
gunos trabajos (ampliamente reconocidos) en materia de aplicación de opciones reales en los
diferentes campos e industrias. Gracias a estos desarrollos, el ROA se ha convertido en una
herramienta útil que ofrece un conjunto de alternativas para revisar o adaptar las decisiones
de inversión. Particularmente, el ROA provee un marco integrado de análisis y representa una
forma de pensar diferente que ayuda a los tomadores de decisiones a estructurar, evaluar y
gestionar inversiones bajo riesgo e incertidumbre (Trigeorgis, 1996; Copeland y Antikarov,
2001).
7 Existe una diferencia importante entre estos dos enfoques. La teoría de valoración de opciones financieras
requiere la ausencia de arbitraje, la existencia de un “mercado líquido” para los activos y que no haya costos de
transacción. Estos supuestos no se cumplen en el caso de las opciones reales.
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(inmediato) buscando encontrar una ventaja competitiva sobre sus rivales, o retrasar la inver-
sión para adquirir más información o esperar mejores condiciones en el mercado. Si invierte
ahora, la empresa puede tener la ventaja de anticiparse, pero en este escenario puede verse
enfrentada a la incertidumbre que caracteriza las fluctuaciones del mercado, como demanda,
precios o costos de los insumos, los cuales pueden revertir el resultado al afectar negativa-
mente los flujos. En contraste, si espera mejores condiciones puede evitar esta incertidumbre
y, con ello, podrá desarrollar una inversión más segura; sin embargo, la competencia puede
adelantarse y desarrollar la misma inversión perdiendo así la ventaja competitiva que podría
alcanzar. Chevalier-Roignant y Trigeorgis (2011) muestran que, en un ROG, a diferencia de
una opción real, no siempre es deseable mantener una opción abierta (esperar). En muchas
ocasiones, la competencia puede sacar ventaja al ejercer su opción real de inversión primero.
De esta forma, anticipar la inversión comprende un caso simple de este tipo de juegos de
estrategia en contra de la competencia.
Una solución para este tipo de juegos requiere la ponderación de los resultados relativos de
la flexibilidad frente a la interacción competitiva y proporcionar un estado de equilibrio entre
los dos. De esta forma, se logra dar una solución al juego. En este marco de aplicación, se
requiere utilizar la extensión de Smit y Trigeorgis (2004) al análisis propuesto por Fudenberg
y Tirole (1985), cuando se evalúan estrategias de inversión en condiciones de incertidumbre.
Bajo esta propuesta, la incertidumbre de la demanda se modela a través del árbol binomial o
modelo CRR. Por su parte, la incertidumbre que surge de las interacciones estratégicas, en
cada nodo terminal del árbol, se modela en forma estratégica mediante matrices utilizando
los principios de la teoría de juegos. Aquí los valores terminales identifican un pago de equi-
librio que reemplaza los pagos de cada nodo respectivo en el árbol binomial. Un resultado ex
ante, basado en el marco de análisis de Fudenberg y Tirole (1985), sugiere que la presencia
de empresas competidoras reduce el valor de la flexibilidad estratégica (esperar mejores con-
diciones para invertir). Para desarrollar esta intuición se presenta el siguiente ejemplo.
Ejemplo 6.1
Consideremos el caso de una estructura de mercado sencillo: un duopolio. En este mercado
hay dos empresas rivales (A y B) que compiten en la industria de videojuegos. Las dos em-
presas quieren sacar un nuevo videojuego de realidad aumentada que, en ambos casos, ya se
encuentran en su fase de preproducción y se espera que sea lanzado en 2 años. Dado el tama-
ño total de mercado potencial se espera obtener un valor total de $400 millones. Si las dos
empresas lanzan sus videojuegos al tiempo este valor se repartiría en función de su presencia
en el mercado, el cual se estima en: Empresa A (60%) y Empresa B (40%). Por simplicidad
se asume que el lanzamiento del juego a su fase de producción tiene una inversión estimada
en $220 millones. Además, se sabe que la volatilidad (σ) es del 32% y la tasa libre de riesgo
(r) es el 6%. A partir de esta iniciativa se sabe que las dos empresas comparten una opción
de inversión (de tipo europeo), donde ambas pueden: i) invertir (I); ii) no invertir (NI) y iii)
una invierte y la otra no. A partir de esta descripción se tiene:
Valor presente (VP): $400 millones
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Tabla 1.1: Campos de aplicación del análisis de opciones reales
Minería, petróleo y
gas
Brennan y Schwartz (1985), McDonald y Siegel (1985), Paddock,
Siegel y Smith (1988), Cortázar y Schwartz (1998), Smith y Mc-




Panayi y Trigeorgis (1998), Benaroch y Kauffman (1999), Schwartz
y Moon (2000), Benaroch (2001), Campbell (2002).
Investigación y desa-
rrollo (I+D) e innova-
ción
Baldwin (1982), Majd y Pindyck (1987), McGrath (1997), Grena-
dier y Weiss (1997), Childs y Triantis (1999), McGrath y MacMillan
(2000), Lee y Paxson (2001), Huisman (2001), MacMillan y Mc-
Grath (2002), Schwartz (2004), Pawlina y Kort (2006).
Finca raíz y bienes in-
muebles
Williams (1991, 1997), Quigg (1993, 1995), Capozza y Sick (1994),
Grenadier (1996), Sing y Patel (2001).
Infraestructura Rose (1998), Ho y Liu (2002), Garvin y Cheah (2004), Cheah y Liu
(2006), Wibowo (2006), Brandão y Saraiva (2008), Blank, Baidya y
Dias (2009), Iyer y Sagheer (2011), Pellegrino, Vajdic y Carbonara
(2013), Liu, Yu y Cheah (2014), Power et al. (2016).
Emprendimiento Kogut (1991), McGrath (1999), Ireland et al. (2003), O’Brien et al.
(2003), Ketchen y Ireland (2007), Short et al. (2010).
Gestión y estrategia
corporativa
Kester (1984), Bowman y Hurry (1993), Smith y Triantis (1995),
Luehrman (1998), Bowman y Moskowitz (2001), Smit y Trigeorgis
(2004), Tong y Reuer (2007), Trigeorgis y Reuer (2017).
Inversiones a nivel in-
ternacional
Kogut (1991), Kogut y Kulatilaka (1994), Huchzermeier y Cohen
(1996), Rivoli y Salorio (1996), Li y Kouvelis (1999).
Fuente: elaboración propia.
1.5. Análisis de reclamaciones contingentes
El análisis de reclamaciones contingentes (CCA) representa la primera respuesta para la va-
loración de la empresa a partir del tratamiento de su estructura de capital: deuda, acciones
y bonos convertibles, y evalúa cómo cambia el valor de estas reclamaciones y el valor de
la empresa a lo largo del tiempo. Merton (1974) señala que la deuda de una empresa puede
ser considerada como una reclamación sobre su valor subyacente, con un precio de ejercicio
igual al valor nominal de la deuda y una fecha de vencimiento igual a su madurez. El CCA
representa la primera respuesta para la valoración de la empresa a partir del tratamiento de
su estructura de capital: deuda, acciones y bonos convertibles, y evalúa cómo cambia el valor
de estas reclamaciones y el valor de la empresa en el tiempo. Este procedimiento permite
relacionar la estructura financiera de la empresa con un proceso estocástico del tipo MGB
para valorar su flexibilidad en términos analíticos (Merton, 1977).
Este campo de aplicación se da gracias a la extensión del modelo BS al análisis de proble-
mas corporativos. La generalidad del modelo BS en el enfoque de CCA tiene el objetivo de
especificar un marco analítico en el que todas las reclamaciones contingentes pueden ser va-
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los resultados o beneficios del juego pueden ser inciertos. Además, en algunos casos,
las empresas no llegan a conocer completamente el entorno en el que están jugando,
como suele pasar en los proyectos de inversión en I+D.
4. Una función de pagos (ui), que ayuda a asignar un resultado numérico, luego de que el
juego termina, e identifica la ganancia o pérdida de cada empresa.
Además, se requieren las siguientes condiciones para el desarrollo del juego:
i) El juego representa la toma de decisiones para un único proyecto de inversión.
ii) Las empresas son neutrales al riesgo.
iii) El activo subyacente evoluciona estocásticamente y no existen fricciones en el merca-
do, ni restricciones financieras para la empresa.
iv) No hay cooperación entre las empresas que participan del juego, lo cual determina un
marco de análisis de juegos no cooperativos.
La integración de los dos enfoques permite valorar las estrategias en un contexto competitivo
de una forma más completa y consistente. Sin embargo, la solución del ROG requiere de
reglas adicionales, producto de la toma de decisiones bajo incertidumbre. El equilibrio en un
juego de varias etapas (secuencial) se encuentra mediante el método de inducción hacia atrás,
pasando por cada nodo de elección estratégica. Este mismo principio se aplica en la valora-
ción de una opción real, al usar el árbol binomial mediante un procedimiento de valoración
riesgo-neutral. En la solución, el valor de la opción estratégica en cada rama del árbol bino-
mial corresponde al resultado de un equilibrio en un subjuego de inversión que representa los
posibles beneficios para cada empresa.
La evaluación de una oportunidad de inversión en un contexto estratégico, y la determinación
real de su valor, ahora supone una descripción de la estructura en la que se identifican dos
fuentes de valor para la empresa:
i) el valor que aporta la opción real,
ii) el valor que proporciona la interacción estratégica con los competidores en un entorno
de decisiones interdependientes, el cual puede representar una pérdida relativa (o ero-
sión) de valor.
Entonces, siguiendo a Smit y Trigeorgis (2004), el valor total con las interacciones estratégi-
cas (VPNA estratégico) viene dado por
VPNA estratégico = VPN sin flexibilidad + opción real + valor estratégico (6.1)
Por tal razón, este análisis se debe abordar desde un marco de equilibrio cuidadoso, donde el
trade-off entre estas dos fuentes de valor: flexibilidad e inversión inmediata, cobra relevancia.
Toda empresa que cuente con una oportunidad de inversión en un entorno competitivo, por
ejemplo, el desarrollo de un nuevo producto, se enfrenta siempre al dilema de invertir ahora
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loradas y permite la adaptación a un amplio campo de aplicaciones financieras incluyendo
activos reales y estructuras de capital. Una de las aplicaciones más importantes del CCA se
encuentra en el área de decisiones de inversión y estrategia corporativa.
En este campo, el CCA representa una herramienta poderosa para valorar los componentes de
flexibilidad e incertidumbre, y constituye una ventaja sobre las técnicas tradicionales como
el FCD. El propósito principal de este texto es mostrar este campo de aplicaciones (integra-
do) en los diferentes sectores e industrias, de tal forma que se ilustre tanto a investigadores
como a practicantes sobre el método de valoración, así como acerca de las limitaciones en su
implementación. Para ello, se utilizará una presentación simple sobre los desarrollos teóricos
del enfoque y ejemplos aplicados utilizando la hoja de cálculo (Excel).
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utiliza con juegos de información completa. En este caso, el proceso de inducción hacia atrás
se debe utilizar en presencia solo de aquellas acciones creíbles, descartando las demás. De
acuerdo con Selten (1974), un conjunto de estrategias es un equilibrio perfecto en subjuegos
si genera un equilibrio de Nash en cada subjuego del juego original, es decir, si los jugado-
res encuentran una estrategia dentro de un subjuego que representa un equilibrio de Nash,
entonces ellos eligen un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos.
6.1.3. Características del ROG y reglas de solución
El diseño de estrategias óptimas y la agregación de valor en los proyectos de inversión que
presentan algún grado de incertidumbre, representan una contribución importante del ROA
al enfoque de valoración. Sin embargo, el análisis de valoración aún no está completo, y las
estrategias de inversión deben tener en cuenta la interacción competitiva en el mercado. En
este contexto, la teoría de juegos en el análisis de las decisiones estratégicas de inversión, se
vuelve esencial.
Esta aplicación, a diferencia de la teoría de juegos estándar que se caracteriza por ser de tipo
determinístico, suele ser un poco más compleja ya que cada empresa tiene que anticipar, no
solo todas las posibles acciones de sus competidores, sino también los tiempos de respuesta.
Por tanto, el ROG está caracterizado por la presencia de subyacentes estocásticos, lo cual
cambia algunos principios y reglas bajo las cuales se determina el equilibrio de Nash. De
acuerdo con Smit y Trigeorgis (2004), el ROG se caracteriza por:
1. Participa un conjunto finito de jugadores: N = 1, . . . , n. Estos jugadores corresponden
a las empresas que encuentran oportunidades de inversión en el mercado o simplemente
se enfrentan a la competencia.
2. Cada empresa (jugador) presenta un conjunto finito de estrategias (Ci). A diferencia de
un juego estándar, las acciones de cada jugador involucran incertidumbre y sus deci-
siones no solo dependen de la creencia acerca de las estrategias de los competidores,
sino también de eventos exógenos o “estados inciertos”que caracterizan al mercado.
3. El vencimiento de las oportunidades de inversión es finito y las decisiones se toman en
tiempo continuo. Sin embargo, se puede abordar un análisis en tiempo discreto (inter-
valos de tiempo) para la toma de decisiones. En este caso, las empresas pueden elegir
entre un conjunto de diferentes acciones en determinados nodos de decisión que hacen
parte de un árbol de eventos y, al igual que en los juegos estándar, se pueden tomar
decisiones de dos formas: secuencial o simultáneamente.
Asimismo, la información disponible para cada jugador puede generar un marco de
análisis complejo cuando esta es asimétrica. Por ejemplo, en los juegos con informa-
ción completa, su estructura es conocida al igual que todas las acciones de los juga-
dores y los posibles resultados, pero en un escenario de información asimétrica, una
empresa no siempre puede anticipar correctamente las acciones de la competencia y
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2. Eliminación iterativa de estrategias dominadas. La presencia de estrategias dominantes
ayuda a descartar aquellas que están siendo dominadas en un proceso de eliminación
paso a paso. El proceso de eliminación ayuda a un jugador a identificar las estrategias
dominadas para otros jugadores permitiendo la búsqueda de estrategias dominantes
para todos, hasta llegar a una única combinación que represente una solución para el
juego. Sin embargo, no todos los juegos se pueden resolver a través de la eliminación
de las estrategias dominadas.
3. Equilibrio de Nash en estrategias puras. El concepto del equilibrio de Nash está aso-
ciado al concepto de mejor respuesta frente a las estrategias de los demás jugadores, y
representa una ventaja al reducir a una forma más simple el método de solución ante-
rior, incluso cuando no hay estrategias dominantes. Su aplicación se realiza mediante
la identificación y comparación para escoger los mejores resultados en cada estrategia,
usando un razonamiento lógico. Sin embargo, puede existir más de un equilibrio de
Nash en un juego o, incluso, este puede no existir en estrategias puras.
4. Equilibrio de Nash en estrategias mixtas. Cuando no es posible identificar un equilibrio
de Nash en estrategias puras, pero las acciones óptimas dependen de la probabilidad de
ocurrencia de ciertos eventos, se puede obtener una solución en estrategias mixtas (Smit
y Trigeorgis, 2004). Mediante una estrategia mixta, cada jugador asigna probabilidades
a sus acciones y, en el equilibrio mixto, los demás jugadores son indiferentes a estas
acciones.
5. Método de inducción hacia atrás. Un juego secuencial se caracteriza porque un jugador
escoge primero y, de acuerdo con su elección, el otro jugador elige su mejor respuesta.
Esto indica que el comportamiento que adopte el segundo jugador está influenciado por
la decisión del primero. Por tanto, el jugador que inicia debe anticipar las decisiones del
otro y utilizar esa información para escoger aquella estrategia que le genere el mejor
resultado futuro posible. Este tipo de juegos, por tanto, debe ser resuelto mediante el
método de inducción hacia atrás, en el que se analiza la información disponible al final
del juego y se va devolviendo hasta llegar a la información del inicio, para identificar
la(s) mejor(es) estrategias.
6. Equilibrio de Nash perfecto en subjuegos. Una aplicación completa del principio de
solución anterior para los juegos de tipo secuencial requiere de un refinamiento del
concepto de equilibrio de Nash, dado que estos generalmente se caracterizan por la
presencia de pequeños subjuegos dentro de un juego total que se desarrolla en múltiples
etapas.
En cada subjuego, las estrategias de cada uno de los jugadores se fundamentan en la identi-
ficación completa de la información sobre las acciones de los demás y, por tanto, se deben
descartar aquellas acciones no creíbles, esto implica que la perfección en subjuegos solo se
Capítulo 2
Teoría de opciones financieras
Una opción financiera es un tipo de derivado1 que da a su poseedor el derecho, pero no la
obligación, de comprar (opción call) o vender (opción put) un activo específico, denominado
activo subyacente, dentro de un periodo de tiempo y a un precio pactado, este último denomi-
nado precio de ejercicio. La principal característica de las opciones financieras, a diferencia
de otros derivados como los futuros o forwards2, es su no obligatoriedad: el tenedor del dere-
cho tiene la posibilidad de ejercer la opción (comprar o vender) si el resultado es favorable,
aunque la contraparte está obligada a comprar o vender el activo, si la opción se ejerce. Por
ejemplo, si tomamos como subyacente la acción de una empresa que cotiza en el mercado de
valores, una opción de compra (call) sobre la acción proporciona el derecho de comprarla a
un precio de ejercicio acordado. El tenedor de la opción call la ejercerá si el precio pactado
(K) es menor al precio spot de la acción (ST ). Para la opción put aplica un razonamiento
inverso, si el precio pactado (K) es mayor al precio spot de la acción (ST ), esta será ejercida.
La figura 2.1 permite observar las funciones de pago (payoff ) de las posiciones largas en las
opciones call y put, las cuales se obtienen a partir de
Call = Max(ST − K; 0) (2.1)
Put = Max(K − ST ; 0) (2.2)
Por tanto, el ejercicio de la opción estará determinado por la ganancia o pérdida que genera
la opción. Cabe resaltar que para adquirir este derecho de compra o venta otorgado por la
opción se requiere pagar una prima. Además, la no obligatoriedad de este derivado genera una
asimetría en términos de riesgo: si el tenedor de la opción ejerce su derecho, este resultado
podría representar pérdidas para el vendedor de la opción, lo cual justifica el cobro de la
prima. Esto indica que el resultado final (ganancia o pérdida) para quien paga por el derecho
debe incorporarse a la hora de tomar la decisión de ejercicio.
1 Un derivado es aquel activo financiero cuyo precio depende (o se deriva) del precio de otro activo, deno-
minado subyacente.
2 Los futuros y forwards son contratos de carácter obligatorio para la compra o venta del activo subyacente.
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de cada jugador se desarrolla en un número finito de etapas. La secuencia de acciones
posibles para cada jugador se traduce en un resultado determinado.
De igual forma, cada jugador cuenta con un conjunto de información (toda la infor-
mación disponible) en cada nodo de decisión y, basándose en esta información, decide
cuál es la acción que le proporciona el más alto pago (o valor). Estas acciones repre-
sentan decisiones racionales (óptimas) que buscan la maximización de valor para cada
empresa y reciben el nombre de “estrategias puras”.
Se tiene una función de pagos (ui), que ayuda a asignar un pago numérico luego de que
el juego termina, e identifica la ganancia o pérdida de cada jugador. Al representar la
función de pagos se debe examinar cada una de las posibles combinaciones de estra-
tegias disponibles de los jugadores y especificar qué le sucede a cada jugador en cada
caso, asignándole cierto valor. Además, mediante la identificación de los jugadores,
sus estrategias y funciones de pago, se puede definir formalmente un juego en forma
estratégica mediante una matriz.
Finalmente, se asume que cada jugador tiene conocimiento completo (simétrico) de las reglas
del juego y de los jugadores. Sin embargo, dada la naturaleza de las decisiones por tomar, este
puede o no tener conocimiento completo de las decisiones del rival. Este último escenario
permite contemplar un conjunto de extensiones que se han desarrollado recientemente para
representar juegos más complejos.
Reglas de solución del juego y equilibrio de Nash
La teoría de juegos incorpora una noción de equilibrio que caracteriza el comportamiento de
un jugador racional cuando este toma decisiones óptimas, en respuesta a las posibles acciones
de los demás. El conjunto de acciones que un jugador elige forma su mejor estrategia y, al
asumir un comportamiento racional, cada jugador escoge sus acciones sobre la base de crite-
rios de coherencia interna (Smit y Trigeorgis, 2004), en el sentido de que cada uno selecciona
su mejor estrategia en respuesta a las decisiones de los demás.
El conjunto de estrategias en el que ningún jugador puede encontrar un mejor resultado cam-
biando su estrategia representa un equilibrio de Nash. Sin embargo, encontrar este equilibrio
depende de la forma como se desarrollen las acciones de los jugadores, es decir, si estas se
realizan de forma secuencial o simultánea. Para cada una se identifican reglas que ayudan a
encontrar la solución del juego, mediante diferentes métodos que se presentan a continuación:
1. Estrategias dominantes. Cuando un jugador puede contar con una estrategia que supera
a todas las demás, independientemente de lo que haga el otro jugador. Esta se llama es-
trategia dominante, es decir, un jugador no puede mejorar su pago o ganancia eligiendo
cualquier otra estrategia. Si la estrategia Ci, por ejemplo, domina a C ′i se tiene entonces
que: ui(C)i) > ui(C)′i), y el jugador i escoge como su mejor opción la estrategia que
le representa un pago ui(C)i).
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La determinación del valor de la prima (o valor de la opción) representa un reto interesante
en materia de valoración. Para ello, la teoría financiera ha desarrollado métodos de valoración
que están fundamentados en el principio de no arbitraje3 y la existencia de reglas de valora-
ción4 que se pueden abordar desde dos enfoques: i) los métodos analíticos y, ii) los métodos
numéricos (ver figura 2.2).
La solución analítica (o solución cerrada) más famosa para calcular el valor de una opción
(de tipo europeo) es la fórmula desarrollada por Black y Scholes (1973) (fórmula BS) y Mer-
ton (1973)5. Bajo este enfoque, se resuelve una ecuación diferencial parcial con condiciones
de frontera especificadas que describen el cambio en el valor de opción con respecto a los
cambios de ciertas variables conocidas. Cuando no es posible obtener una solución cerra-
da, se pueden hacer aproximaciones para llegar a soluciones analíticas, sin embargo, estas
aproximaciones, generalmente, son computacionalmente complejas y difíciles de explicar.
3 El principio de no arbitraje establece que en un mercado eficiente no es posible obtener ganancias a partir
del diseño de una estrategia de inversión (compra o venta activos) sin haber realizado una inversión inicial o
asumir riesgo. Por ejemplo, si Π es un portafolio formado por n activos disponibles con precios sj (en t = 0) y
participaciones ηj : Π0 = Σnj=1sjηj , entonces, Π será un portafolio de arbitraje si
i) la inversión inicial es menor o igual que cero, es decir, Π0 = Σnj=1sj ηj ≤ 0, y
ii) su payoff futuro es no negativo: Πt = Σnj=1Xj ηj ≥ 0.
donde: Xj es el vector de precios futuros. Por tanto, el principio de no arbitraje es la condición que no satisface
el portafolio Π.
4 Ross (1978) desarrolló la primera prueba de la existencia de un operador lineal π : M → R, el cual
establece una regla general para valorar opciones financieras o cualquier otra reclamación contingente. A partir
de este trabajo, Harrison y Kreps (1979) y Harrison y Pliska (1981) desarrollaron rigurosas pruebas de valida-
ción basadas en el teorema Hahn-Banach, que confirman la existencia de principios teóricos que llevaron a la
definición del teorema fundamental de valoración de activos (TFVA). Esta formulación permite estimar el valor
de una opción al tomar su valor esperado descontado bajo una medida de probabilidad riesgo-neutral.
5 Además, Merton (1973) extendió la fórmula BS para incluir aquellos activos que pagan dividendos y
desarrolló la solución diferencial de la misma.
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entre los agentes determina en gran parte el poder de mercado y la influencia que este tiene
sobre en el precio. De esta forma, la competencia establece la forma en que se organizan los
mercados que permite determinar los precios y las cantidades de equilibrio.
Para comprender la forma como se integra la estrategia al ROA, se deben analizar brevemente
las diferentes formas de mercado. Aunque, los criterios principales mediante los cuales se
identifican diferentes formas de mercado son: el número y tamaño de productores, número y
tamaño de consumidores, la cantidad y calidad de la información, los costos de transacción,
entre otros, para efectos del presente análisis, solo nos centraremos en el primero: número y
tamaño de productores. De esta forma, se identifican dos categorías:
i) Competencia perfecta: representa una forma idealizada del mercado de bienes y de
servicios, donde la interacción recíproca de oferentes y demandantes determina los
precios y las cantidades de equilibrio. Aquí, existen tantos oferentes y demandantes, de
forma que ninguno tiene influencia (o poder) para fijar el precio.
ii) Competencia imperfecta: a diferencia de la competencia perfecta, aquí el productor
o los productores son lo suficientemente grandes como para influir sobre el precio.
Bajo esta estructura se encuentran diferentes formas: monopolio, duopolio/oligopolio
y competencia monopolística.
Bajo alguna de las formas de competencia imperfecta se identifican productores (empresas)
que influyen en los precios dentro del mercado y presentan ventajas competitivas como: eco-
nomías de escala/alcance, ventajas de costo absoluto, diferenciación de productos, entre otras
barreras de entrada, las cuales son determinantes en las decisiones de inversión. Por ello, nos
centraremos en estas últimas para abordar la integración de la toma estratégica de decisiones
en el ROA.
6.1.2. Teoría de juegos estándar
La teoría de juegos estudia los resultados que surgen de las interacciones estratégicas entre
jugadores racionales, y desarrolla un marco de análisis donde cada jugador reconoce que sus
acciones afectan a los demás y, por tanto, sus decisiones dependen de lo que estos pueden
decidir. Cada juego debe contar con los siguientes elementos:
1. Participa un conjunto finito de jugadores: N = 1, . . . , n.
2. Se tiene un conjunto finito de estrategias (C) en el juego para cada jugador iN :
Ci = {c1, . . . , cn}
Hay un orden en las decisiones de los jugadores. Dependiendo de la naturaleza del
juego, existen ciertas formas de aleatoriedad en la toma de decisiones, regularmente en
estas se identifica una secuencia o simultaneidad. Además, el número total de acciones
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Figura 2.2: Modelos de valoración de opciones
Modelos de valoración
de opciones
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La mayoría de los modelos de comportamiento del precio del activo se formulan en un marco
de tiempo continuo donde el precio del activo subyacente sigue un proceso estocástico6 y al
asumir una ecuación diferencial estocástica (EDE). Si las soluciones analíticas o sus aproxi-
maciones no son del todo posibles, se pueden usar soluciones numéricas para aproximar el
proceso estocástico que sigue el activo subyacente o para resolver la EDE. En el primer gru-
po de aproximaciones, el modelo binomial ofrece una alternativa didáctica de fácil aplicación
sin complejidad matemática alguna. De igual forma, la técnica de simulación de Monte Carlo
ha sido ampliamente utilizada, con capacidad de resolver valoraciones de opciones más com-
plejas, como las opciones exóticas7. Finalmente, en el grupo de aproximaciones para resolver
la ecuación diferencial parcial se encuentran los métodos de diferencias finitas y la técnica
de integración numérica, también ampliamente utilizadas para la valoración de las opciones
exóticas.
En este primer volumen se presentarán los modelos de valoración Black-Scholes-Merton,
binomial y por simulación de Monte Carlo, con el propósito de dar un marco general de
valoración que permita ser adaptado al campo de las opciones reales. Los demás modelos de
aproximaciones analíticas y basados en la EDE no serán abordados.
6 Para más detalles ver anexo A2.1.
7 Se entiende por opciones exóticas aquellas que no son estándar. Se pueden distinguir dos grupos de opcio-
nes exóticas según si los pagos en el ejercicio dependen o no de la evolución del precio del subyacente.
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como la anticipación de sus respuestas, se vuelve fundamental y puede mejorar la capacidad
para el diseño de estrategias de inversión (Smit y Trigeorgis, 2004). Por tanto, la toma de de-
cisiones de inversión requiere un análisis del funcionamiento del mercado y de la interacción
competitiva.
Tomar una u otra decisión requiere de una compleja evaluación y gestión óptima de opciones
estratégicas que solo puede abordarse con las herramientas analíticas adecuadas (Chevalier-
Roignant y Trigeorgis, 2011). La evaluación inicial de invertir o no invertir, se puede adelantar
mediante el análisis de opciones reales, pero este proceso también requiere de la toma de
decisiones estratégicas en respuesta a las acciones de la competencia. Bajo esta perspectiva,
un análisis adecuado requiere una combinación de la teoría de opciones reales y la teoría
de juegos, y comprende un nuevo marco de análisis denominado Juegos de opciones reales
(ROG, por sus siglas en inglés). Cuando el desempeño de una empresa se ve afectado por
las acciones de la competencia, se requiere cambiar el criterio de inversión óptima (Smit y
Trigeorgis, 2004), y la integración de la teoría de juegos ayuda a resolver el problema.
Este nuevo enfoque nace desde inicios de la década de los noventa, gracias a los trabajos de
Smets (1991), Smit y Ankum (1993) y Dixit y Pindyck (1994). Recientemente, se ha exten-
dido su aplicación a muchos campos y se encuentran grandes contribuciones en Grenadier
(2002), Smit y Trigeorgis (2004) y Chevalier-Roignant y Trigeorgis (2011), entre otros. De
acuerdo con Smit y Trigeorgis (2004), la utilidad de la teoría de juegos en el análisis de las
decisiones estratégicas de inversión se identifica porque:
i) Ayuda a reducir un problema estratégico complejo a una estructura analítica sencilla
que consta de pocas dimensiones y,
ii) Abarca un concepto de solución que puede ayudar en la comprensión o predecir cómo
se comportarán los competidores, y también proporciona una estrategia de equilibrio y
los valores de las decisiones estratégicas.
Sin embargo, esta aplicación, a diferencia de la teoría de juegos estándar, suele ser más com-
pleja, ya que cada empresa tiene que anticipar las posibles acciones y tiempos disponibles
para sus competidores, situación que no siempre es posible. Por ejemplo, cuando se evalúan
decisiones de inversión para un nuevo producto de tipo tecnológico, o al entrar en un nuevo
mercado, una empresa no cuenta con la suficiente información o conocimiento para apoyar la
toma de decisiones y la estimación de sus beneficios se vuelve confusa. Para desarrollar este
enfoque integrado, primero se presentan algunas estructuras de mercado y elementos básicos
de la teoría de juegos estándar, luego se introducen las características del ROG y las reglas
de solución, con algunas aplicaciones.
6.1.1. Estructura de mercado
La estructura de mercado (o formas de mercado) representa la forma de organización del
mismo con respecto a los agentes que participan: oferentes y demandantes. Esta interacción
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2.1. Modelo Black-Scholes-Merton
El modelo Black-Scholes (BS) representa una fórmula cerrada que se utiliza para calcular
el precio teórico de una opción financiera (call o put) de tipo europeo8, a partir de cinco
parámetros9:
S0 = precio actual del activo subyacente.
K = precio de ejercicio de la opción.
r = tasa de interés libre de riesgo.
σ = volatilidad del activo subyacente. (desviación estándar de los rendimientos logarít-
micos del precio de la acción).
T = tiempo de vencimiento de la opción.
Además, el modelo incorpora una serie de supuestos relevantes:
No existen oportunidades de arbitraje.
No hay pago de dividendos.
No hay costos de transacción.
No se consideran impuestos.
No hay restricciones a las ventas en corto.
Los activos son perfectamente divisibles.
El modelo asume que el precio del activo subyacente se distribuye de forma log-normal. Lo
anterior implica que el comportamiento del precio de la acción (S) en un horizonte de tiempo
t ∈ [0, T ]10 sigue un proceso estocástico del tipo MGB11 y se rige por la ecuación diferencial
estocástica (2.3):
dS/S = μ dt + σ dW (2.3)
donde: μ corresponde a la tasa esperada de retorno instantánea del activo subyacente (co-
nocida también como la tasa de deriva), σ representa su volatilidad y W denota un proceso
estándar de Wiener con W ∼ N(0, t)12. Además, el modelo asume que μ y σ son constantes
8 Las opciones de tipo europeo son aquellas que solo pueden ser ejercidas en su vencimiento. Por su parte,
las opciones de tipo americano comprenden aquellas que pueden ser ejercidas en cualquier momento antes de
su vencimiento. Este tipo de opciones serán analizadas en la siguiente sección.
9 Gran parte del éxito del modelo BS se debe a que los cinco parámetros son conocidos al momento de
realizar la valoración, lo cual permite ver la fórmula con una función determinística.
10 Además, S ∈ X , donde X representa un sistema de precios definido en el espacio de probabilidad
(Ω, F , P ) con una filtración Ft y P representa una medida de probabilidad real tal que P : F → [0, 1].
11 Basado en la propuesta de Samuelson (1965).
12 La ecuación 2.3 es un ejemplo de un proceso de Itô, donde la tasa de deriva y volatilidad solo dependen de
la variable (precio de la acción) y el tiempo. En general, la EDE de S que sigue un proceso de Itô es
dS = μ(S, t) dt + σ(S, t) dW
donde: μ(S, t) y σ(S, t) son funciones generales para la tasa de deriva y la volatilidad.
Capítulo 6
Estrategia corporativa y opciones reales
A lo largo de esta primera parte del texto se han presentado los desarrollos teóricos del análisis
de opciones reales (ROA), en materia de valoración y modelación de incertidumbres, así
como su alcance y limitaciones; todo esto ha sido desde un enfoque convencional que cubre
las dos primeras décadas de su desarrollo. Sin embargo, el ROA ha presentado avances para
el análisis de inversiones en contextos competitivos y el diseño de estrategias corporativas,
incluso se han encontrado aplicaciones en diferentes contextos, propios o no, de la teoría
financiera.
6.1. Juegos de opciones reales: interacción y estrategia com-
petitiva
El ROA permite la incorporación de la flexibilidad e incertidumbre de las decisiones de inver-
sión, pero omite las interacciones estratégicas. Una empresa no está sola en el mercado y, por
tanto, en cada decisión de inversión debe contemplarse la incertidumbre asociada a las res-
puestas estratégicas de la competencia. Por ejemplo, si la empresa decide invertir ahora para
desarrollar un nuevo producto o entrar en un nuevo mercado, es posible que esta obtenga una
ventaja competitiva, pero si la competencia responde rápidamente o de forma anticipada, los
resultados esperados se pueden limitar o incluso eliminar, sobre todo, cuando la competencia
cuenta con gran poder de mercado. Además, toda empresa se enfrenta al dilema de si pone en
marcha la inversión de forma inmediata para obtener una ventaja frente a la competencia, o
espera mejores condiciones que le permitan desarrollar la inversión con menor incertidumbre.
Si decide esperar y la competencia se anticipa, se perdería esta oportunidad de inversión, pero
si la lleva a cabo con anticipación, y sin contar con la información o el escenario adecuado,
los resultados pueden ser desastrosos.
Las empresas son conscientes de que sus decisiones afectan el valor de las oportunidades de
inversión de las demás y suelen responder de manera estratégica. En este contexto, el cono-
cimiento que tiene cada una del comportamiento probable (o la reacción) de las demás, así
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conocidas. De igual forma, para el momento t, se tiene que St viene dado por






dt + σ dWt
]
(2.4)
A partir de este comportamiento del precio del activo subyacente, se puede deducir el pro-
ceso estocástico que sigue cualquier derivado cuyo pago (payoff ) depende de ese activo al
construir un portafolio replicante.
El portafolio replicante (Π) se construye tomando una posición larga del activo subyacente
(Δ unidades de acciones) y una posición corta en el activo libre de riesgo (Γ cantidad de
bonos - B) para cada instante t13. De esta forma, el valor de la opción call de tipo europeo
(C) está determinado por la función C = f(S, t), es decir, es una función del precio del
activo subyacente. Además, si los cambios instantáneos de S vienen dados por la ecuación



























σ2S2 + rC = 0 (2.6)
La ecuación (2.6) se conoce como ecuación diferencial parcial estocástica (EDPE) de Black-
Scholes. Además, el lector debe notar que el rendimiento esperado del activo (μ) no aparece
en la ecuación diferencial parcial de Black-Scholes, por tanto, el valor de la opción call debe
ser independiente de las preferencias de riesgo de los inversores15. Este es sin duda uno de
los aportes más importantes de Black y Scholes (1973).
La fórmula BS para la opción call es el resultado de resolver la ecuación diferencial parcial
(ecuación (2.5)) con las condiciones de frontera apropiadas. Si la fecha de vencimiento de la
opción es T y el precio de ejercicio es K, entonces, se tiene
C = Max(ST − K; 0) (2.7)
13 El valor del portafolio Π viene dado por:
Πt = Γ Bt + Δ St
El portafolio Π representa una estrategia de negociación autofinanciada. Si el mercado no permite oportunidades
de arbitraje, se encuentra que para cada instante t ∈ [0, T ] es posible determinar el valor de la opción dado que
Πt ≡ Ct. Por tanto, el valor de la opción (C) siempre debe ser igual al valor de portafolio construido para
replicar sus pagos (Π).
14 Para más detalles ver anexo A2.1.
15 Este resultado implica que la valoración de la opción se hace en un mundo neutral al riesgo (o riesgo-
neutral), es decir, todos los activos rentan la tasa de interés libre de riesgo. De igual forma, este resultado es
fundamental para garantizar la ausencia de oportunidades de arbitraje en el modelo de valoración. Asimismo,
Harrison y Kreps (1979) señalan que el aporte más importante del modelo BS es el argumento que vincula la
valoración de la opción con el principio de no arbitraje.
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En la generalización de este resultado a un proceso n-dimensional, donde yˆT = (yˆ1, ..., yˆn) y
U = (U1, ..., Un) es un set de n variables aleatorias binomiales, se encuentra que las proba-












⎠ ; s = 1, ..., S. (5.24)
Finalmente, dadas las ecuaciones (5.22), (5.23) y (5.24), se encuentra que el valor de la opción
es




F˜ (y(t + 1))
])
(5.25)
La ecuación (5.25) representa la versión discreta de la ecuación de Bellman.
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La ecuación (2.7) se conoce como función de pagos (payoff ) de la opción. Por su parte, la
valoración neutral al riesgo implica que cualquier flujo de pagos aleatorios en el futuro, por
ejemplo, el payoff de la opción, viene dado por el valor esperado de estos pagos futuros
descontados a la tasa de interés libre de riesgo. De esta forma se tiene que
C = e−r×TEQ(Max(ST − K; 0)) (2.8)
El término de expectativa EQ implica que el valor esperado de los flujos de pagos de la
opción se obtiene bajo la medida de probabilidad riesgo-neutral (Q) o medida martingala
equivalente, donde estos son descontados a la tasa libre de riesgo16.
Finalmente, si las ecuaciones (2.3) y (2.4) describen el comportamiento del precio del activo
subyacente, la fórmula BS, teniendo en cuenta la ecuación (2.8), establece que el valor de
opción call viene dado por









d2 = d1 − σ
√
T
y N(d) representa la probabilidad acumulada (de una distribución normal) de los parámetros
d1 y d2. De forma análoga, la fórmula BS para valorar opciones put es:
P = K e−r×TN(−d2) − So N(−d1) (2.10)
El siguiente ejemplo presenta una aplicación de la fórmula BS para las opciones call y put de
tipo europeo.
Ejemplo 2.1
Se quiere valorar las opciones call y put pactadas sobre la acción de Apple con un venci-
miento (T ) de 3 meses (0,25 años) y con un precio de ejercicio de $220 dólares (K). Se sabe
que la acción cotiza a un precio de $210 dólares (S0) y presenta una volatilidad del 21%
(σ)17. Además, la tasa de interés libre de riesgo de este mercado es de 2,5% (r). A partir de
la información anterior, se encuentra que los parámetros d1, d2, N(d1) y N(d2) del modelo
de valoración son:
d1 =




16 Bajo esta medida de probabilidad (Q) se cumple el supuesto de ausencia de oportunidades de Arbitraje.
Harrison y Kreps (1979) y Harrison y Pliska (1981) presentaron rigurosas pruebas para demostrar las condi-
ciones bajo las cuales la ausencia de oportunidades de arbitraje es equivalente a la existencia de una medida
martingala.
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√
σ41 − 2(1 − 2ρ2)σ21σ22 + σ42
)
Entonces, los procesos del retorno del portafolio sintético son dyi = Ai dt + Bi1 dW1 +
Bi2 dW2, con i = 1, 2. Ahora, la aproximación discreta de y en el intervalo [0, T ] con n
pasos, es yˆT = (yˆ1, yˆ2) con dinámica
yˆi(t) = yˆi(t − 1) + 	iUi(t); i = 1, 2. (5.22)




(1, 1) con probabilidad p1
(1,−1) con probabilidad p2
(−1, 1) con probabilidad p3
(−1,−1) con probabilidad p4
donde:
∑n
i=1 pi = 1. Además, los parámetros del proceso en tiempo discreto son
κi = Ai Δt (5.23a)
	i =
√
λiΔt + κ2i (5.23b)
Li = κi/	i (5.23c)
Por su parte, las probabilidades vienen determinadas por
ps =
1




1 si el valor del activo i sube (u)
−1 si el valor del activo i cae (d)
Con estos parámetros, la función característica del proceso en tiempo discreto coincide con









p(s)δ1(s)δ2(s) = 0 ; i 	= j
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Por tanto, al aplicar la ecuación (2.9) se encuentra que el valor de la opción call es de $5,31
(por acción).
C = $210 × 0,3703 − $220 e−0,025×0,25 × 0,3314 = $5,31 dólares




Partiendo de la ecuación (2.10) se tiene que el valor de la opción put es de $13,94 (por
acción).
P = $220 e−0,025×0,25 × 0,6296 − $210 × 0,6685 = $13,94 dólares
El modelo de valoración de opciones de BS es utilizado ampliamente debido a su simplicidad,
sin embargo, se debe tener presente que este solo es aplicable para las opciones de compra y
venta de tipo europeo. Merton (1973) desarrolla una generalización de la fórmula BS, para
incorporar todas aquellas acciones que pagan dividendos. Sin embargo, para la valoración de
opciones de tipo americano, es decir, aquellas que se pueden ejercer antes de su vencimiento,
se requiere del uso de técnicas numéricas como los árboles binomiales u otras técnicas más
sofisticadas como la simulación de Monte Carlo o diferencias finitas.
2.2. Modelo binomial
Cox, Ross y Rubinstein (1979) presentaron un modelo de valoración de opciones sencillo y
de fácil aplicación, conocido como el modelo binomial o CRR, el cual conserva las mismas
características esenciales del modelo BS. Para ello, el modelo binomial se basa en la construc-
ción de trayectorias en tiempo discreto del activo subyacente cuando este sigue un proceso
estocástico del tipo MGB18. En su aplicación, el modelo binomial permite estimar el valor de
la opción utilizando directamente probabilidades riesgo-neutral o mediante la construcción
de un portafolio replicante. Estos dos enfoques serán presentados a continuación.
18 Cox et al. (1979) asumen una convergencia débil del MGB aproximándose al resultado de la fórmula
desarrollada por BS en un contexto 1-dimensional. Más adelante se presentarán extensiones de este enfoque a
contextos multidimensionales.
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donde, los procesos estándar de Wiener para los activos i y j están correlacionados, tal que
E[dWi dWj] = ρij dt para todo i 	= j. Ahora, al tomar el logaritmo del valor del proceso S,
Yi = ln(Si/si) y al aplicar el lema de Itô, se encuentra que la dinámica de Y T = (Y1, ..., Yn)
viene dada por
dY = a dt + σ dW (5.20)
donde: aT = (a1, ..., an) con ai = ai − 1/2 σ2i y dW T = (dW1, ..., dWn). Además, al aplicar





1 ρ12 . . . ρ1n
ρ21 1 . . . ρ1n
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σ1 0 . . . 0
0 σ2 . . . 0
...
... . . .
...
0 0 . . . σn
⎞
⎟⎟⎟⎟⎠
Luego, mediante una transformación de la base (de los rendimientos de los activos) se crea
una aproximación no correlacionada de su dinámica (y). Esta transformación implica que
también se debe cambiar la base del payoff de la opción. Si Π(Y ) denota el payoff original,
y W representa la matriz que muestra el cambio de base, entonces el payoff ajustado con
respecto a la nueva base es Π˜(y) = Π(Wy). Donde, y = W TY representa el retorno de
un portafolio sintético (replicante) construido a partir de una combinación lineal de activos
disponibles en el mercado, y sigue un proceso de difusión dy = A dt + B dW , A = W T a
y B = W T σ. Además, la matriz de covarianzas de dy es dydyT = ∧ dt. Esto significa que
todos los elementos de yT son no correlacionados.
Si el valor esperado del payoff de la opción (Πˆ) riesgo-neutral, denotado como F˜ , es igual al
valor de la opción (Π) en su vencimiento T , se tiene




= e−r×TEY [Π(Y (T ))] (5.21)
donde: Ey[·] denota el valor esperado riesgo-neutral de y, mientras EY [·] el valor esperado
del proceso Y . Esta dinámica puede ser aproximada mediante un árbol binomial multidimen-
sional adecuado.
Ahora, F˜ (y(t)) puede ser aproximada a una distribución discreta (binomial), al dividir el
vencimiento T en n intervalos de tamaño Δt = T/n. Esta aproximación del proceso y se
representa como yˆT = (yˆ1, ..., yˆn). Así, yˆn representa el proceso aproximado en tiempo dis-
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2.2.1. Modelo de un solo periodo
Para iniciar, se asume que el proceso del precio de la acción (S)(0≤t≤T ) está definido en el
espacio de probabilidad (Ω, F, P ) con Ω = (ω1, ω2), donde el precio del activo subyacente
en el futuro (t = 1) solo puede subir (estado ω1) o caer (estado ω2). Si se tiene un mercado
financiero (simple) con dos fechas: t = 0 (hoy) y T (vencimiento), por ejemplo, dentro de
un año, y tres activos financieros: i) un bono, ii) una acción y iii) un derivado financiero (por
ejemplo, una opción call), entonces, el precio de la acción en t = 0 es conocido e igual a
S0, pero su precio en T (ST ) es incierto. Esta incertidumbre se modela estocásticamente al
definir el precio en los dos estados de naturaleza19, donde el precio puede subir a SuT en el
estado al alza o de crecimiento con una probabilidad pu, o caer a SdT en el estado a la baja o
de decrecimiento con una probabilidad pd. El árbol binomial del activo subyacente para un
solo periodo se muestra en la figura 2.3.




Fuente: adaptado de Cox et al. (1979).
Los precios SuT y S
d
T pueden verse como el resultado de multiplicar S0 por dos factores: u y
d, es decir SuT = S0 × u y SdT = S0 × d. Cabe resaltar que los parámetros u y d dependen de
la volatilidad del activo subyacente, si esta se conoce, entonces se puede modelar el precio







El hecho de que d > 0 implica que siempre se van a representar precios positivos. Por su
parte, el precio del bono en t = 0 está dado por B0 = 1, entonces, en T este es BT = er×T .
Ahora, si se tiene una opción call cuyo valor en t = 1 es una función del precio del activo
riesgoso determinado por CT = Max(ST −K, 0), donde K es el precio de ejercicio, entonces
para C en el momento T se tiene
Cu = Max(SuT − K, 0) (2.13)
Cd = Max(SdT − K, 0) (2.14)
19 La incertidumbre representa el hecho de que no se sabe con certeza cuál de los dos estados de naturaleza
ocurrirá en t = 1, cuando cada uno tiene cierta probabilidad de ocurrir.
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1 con probabilidad 0,5
−1 con probabilidad 0,5
Finalmente, en la valoración de la opción, el proceso n-dimensional discreto anterior se trans-
forma para reflejarlos en términos del proceso de precio inicial. Esta transformación viene
dada por
Y NN = (eG1Y , ..., eGnY )T (5.18)
En la implementación del modelo, los autores proponen un algoritmo de aplicación del mé-
todo que consta de:
1. Descomponer la matriz de varianzas-covarianzas en GDGT utilizando la descomposi-
ción espectral o de Cholesky.
2. Transformar el proceso n-dimensional de activos subyacentes X en Z, de modo que el
nuevo proceso (Z) tenga movimientos Brownianos independientes.
3. Discretizar el proceso utilizando la expresión (5.17).
4. Construir el árbol n-dimensional con componentes independientes utilizando el proce-
so discreto definido en la ecuación (5.18).
5. Calcular el payoff en todos los nodos y utilizar el proceso de inducción hacia atrás.
De esta forma, los autores aproximan cada componente del proceso Y NN a un proceso discreto,
es decir, un árbol binomial 1-dimensional.
5.3.2. Modelo de Gamba y Trigeorgis (2007)
Gamba y Trigeorgis (2007) proponen un modelo multidimensional para valorar opciones que
dependen de múltiples subyacentes que siguen procesos del tipo MGB correlacionados, co-
nocido como modelo generalizado log-transformado (GLT, por sus siglas en inglés). Este
modelo, a diferencia de los anteriores, consiste en: i) la transformación logarítmica del pro-
ceso de precio de los activos subyacentes basado en el trabajo de Trigeorgis (1991) y, ii) un
cambio de base para aproximar numéricamente una dinámica no correlacionada en los pro-
cesos del precio de los activos. Su propuesta no solo corrige la presencia de probabilidades
negativas y el problema de dimensionalidad presente en algunos de los modelos anteriores,
sino que mejora de forma significativa la eficiencia del algoritmo multidimensional.
Si se consideran n activos, tales que (ST = (S1, ..., Sn))10 correlacionados, donde S sigue un
procesos estocástico n-dimensional del tipo MGB
dSi/Si = μi dt + σi dWi ; i = 1, ..., n (5.19)
10 Donde T denota la matriz transpuesta.
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El objetivo es determinar el precio de la opción en el momento t = 0 (C0). El árbol binomial
de la opción para un solo periodo se muestra en la figura 2.4.




Fuente: adaptado de Cox et al. (1979).
La condición necesaria para demostrar la ausencia de oportunidades de arbitraje en el modelo
es
d < er×T < u (2.15)
donde: r es la tasa libre de riesgo. Además, S0 es martingala si y solo si la condición que
representa la ecuación (2.15) se cumple20. Esto es equivalente a decir que er×T es una com-
binación convexa de los factores u y d. Dado que u ocurre con probabilidad qu, y d ocurre
con probabilidad qd = 1 − qu, tenemos que
er×T = u qu + d qd (2.16)
donde: qu y qd son interpretadas como probabilidades neutrales al riesgo o, de forma equi-




u − d (2.17)
qd =
u − er×T
u − d (2.18)
Como resultado, la ecuación (2.19) genera un valor único para la opción call en t = 0, bajo
la medida de probabilidad Q
C0 = e−r×T EQ[Max(S1 − K, 0)]
C0 = e−r×T [qu Cu + qd Cd] (2.19)
20 Si la condición impuesta en la ecuación (2.15) no se cumple se presentan oportunidades de arbitraje; por
ejemplo, es posible obtener ganancias de arbitraje en un periodo de tiempo determinado si erT < d al comprar
acciones, o er×T > u al realizar una venta en corto.
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5.3. Otros modelos multidimensionales
5.3.1. Modelo de Korn y Muller (2009)
Korn y Muller (2009) desarrollaron un modelo alternativo que busca superar sus limitacio-
nes en la modelación del proceso n-dimensional. Este modelo, conocido como el enfoque de
árboles ortogonales (en adelante modelo KM), se basa en el método general de trasforma-
ción Decoupling Approach del modelo BSM para múltiples subyacentes, y usa los métodos
de descomposición espectral y de Cholesky. Para ello, siguen la propuesta de Hull y White
(1990)8 para separar el efecto del parámetro de correlación en las probabilidades de transi-
ción, evitando así la presencia de probabilidades negativas, además de simplificar el proceso
la construcción del árbol n-dimensional.
La dinámica del precio de n activos viene dada por Xt = ln(St), donde dXi = μidt+σidW it





σ21 . . . ρ1nσ1σn
... . . .
...





donde: G es la matriz n × n y D es la diagonal9. Además, se asume que Σ es semidefinida-
positiva, G y D son invertibles y los elementos de D son diferentes de cero. La descomposi-





para h = 1, .., n. De esta forma, Korn y Muller (2009) muestran que la transformación Z =
G−1X genera n movimientos Brownianos independientes. Así, el proceso que sigue Z está
dado por





para i = 1, .., n, donde Z0 = G−1X0, αi = G−1μi. A partir de este resultado se discretiza el
8 Hull y White (1990) proponen el siguiente procedimiento de transformación para un proceso bidimensional
que caracteriza el precio de dos activos: S = S1, S2, con dinámica: dSi = Si(μidt + σidW it ); i = 1, 2. La







9 Este resultado se obtiene al utilizar la descomposición espectral, en la que cada elemento de D es un valor
propio de Σ. De forma alternativa, al usar la descomposición de Cholesky se llega a un resultado equivalente
donde Σ = GGT y G es una matriz triangular y cada elemento de D es igual a 1.
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De forma alternativa, la ausencia de arbitraje indica que es posible construir un portafolio
replicante (V ) con γ cantidad de bonos y δ unidades de acciones, cuyos pagos replican el
precio de la opción en cada momento t:
C0 ≡ V0
CT ≡ VT (2.20)
Si el valor de este portafolio (V ) en t = 0 está dado por
V0 = γ + δ S0 = C0 (2.21)
entonces, en t = 1, su valor estará determinado por
VT = γ er×T + δ ST = CT (2.22)
Ahora, dado que ST refleja dos precios u S0 = SuT y d S0 = SdT , entonces la ecuación (2.22)
realmente puede representarse como
Cu = γ er×T + δ u S0 (2.23a)
Cd = γ er×T + δ d S0 (2.23b)
Al resolver (2.23a) y (2.23b) para δ y para γ, se encuentra
δ = Cu − Cd
S0(u − d) (2.24)
γ = u Cd − d Cu
er×T (u − d) (2.25)
Por no arbitraje se encuentra que el portafolio replica los precios de la opción, entonces las
cantidades δ y γ determinan el precio de la opción en t = 0, de acuerdo con la ecuación
(2.21).
El siguiente ejemplo permite comprender la aplicación del modelo binomial de un periodo y
de múltiples periodos para valorar las opciones call y put, tanto de tipo europeo como de tipo
americano.
Ejemplo 2.2
Tomando el mismo ejemplo 2.1, se quiere valorar las opciones call y put sobre la acción de
Apple pero ahora usando el modeo binomial. Para ello, se sabe que: la acción cotiza a un
precio de $210 dólares (S0), el precio de ejercicio es de $220 dólares (K), el vencimiento es
de 3 meses (0,25 años) (T ), la volatilidad es del 21% (σ) y la tasa de interés libre de riesgo
de este mercado es de 2,5% (r).
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Ahora, las probabilidades riesgo-neutral se calculan para cada modelo (BEG, KR y HK).
Para el modelo KR se asume un parámetro de extensión λ = 1, por tanto, sus resultados son
equivalentes a los del modelo BEG. Además, para el modelo HK se presentan los parámetros
θP = 0,2583, θQ = 0,4500, λP = 1,0328 y λQ = 1,0966. La tabla 5.5 resume los resultados.
Tabla 5.5: Probabilidades riesgo-neutral
Modelos Puu Pud Pdu Pdd
BEG / KR 0,5271 0,1021 0,1979 0,1729
HK 0,5291 0,0960 0,1988 0,1761
Fuente: elaboración propia.
Finalmente, se realiza la valoración de la opción arcoíris. Para ello, se define también un
periodo de análisis (T ) de 2 años. El valor de la opción, para cada modelo, se presenta a
continuación. Como resultado, se encuentran pequeñas diferencias entre ellos.
Modelos BEK y KR: $ 38,53
Modelo HK: $ 38,46





























En su aplicación, el primer paso del modelo binomial corresponde al cálculo de los paráme-









1,1107 − 0,9003 = 0,5035
qd =
1,1107 − e0,025×0,25
1,1107 − 0,9003 = 0,4964
Con estos parámetros se procede a construir el árbol binomial para el activo subyacente y
para las opciones call y put, teniendo en cuenta las funciones de pagos (ecuación (2.13)).














Como se observa en los árboles binomiales, el valor de cada opción son: call = $6,63 y
put = $15,26. Estos mismos resultados se pueden obtener al aplicar el método de portafolio
replicante (ecuaciones 2.24-2.25). En este caso se tiene
δ = $13,25 − $0$210 × (1,1107 − 0,9003) = 0,2999
γ = 1,1107 × $0 − 0,9003 × $13,25
e0,025×0,25(1,1107 − 0,9003) = −56,35
donde: las cantidades δ = 0,2999 y γ = −56,35 representan las posiciones en el activo sub-
yacente y en el activo libre de riesgo que conforman el portafolio replicante, respectivamente.
De esta forma, para la opción call, según la ecuación (2.21) se tiene
Call = −56,35 + 0,2999 × $210 = $6,63
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de la opción (Cu1u2) se encuentra que su valor está determinado por:
Cu1u2 = max(V0u1u2 − K, 0)
La misma dinámica se aplica para los demás nodos del árbol.
Ejemplo 5.4
Se tiene un proyecto de inversión con valor presente de $145 millones (VP = $145) y con una
inversión requerida de $125 millones para un periodo de 2 años, y que además se ve afectado
por dos fuentes de incertidumbre: el precio del producto final (P ) y la cantidad demandada
(Q). Se asume que ambas fuentes de incertidumbre siguen un proceso estocástico del tipo
MGB, como se indica en las ecuaciones (5.13) y (5.14). Además, se sabe que σP = 0,15
y σQ = 0,1 representan las volatilidades de ambos procesos y la correlación entre estas es
ρPQ = 0,4. Cabe resaltar que en el ejercicio de valoración riesgo-neutral el parámetro μi
debe sustituirse por r − 0,5 σi para cada una, donde r = 0,05. A partir de esta información se
estiman los parámetros de crecimiento (u) y de decrecimiento (d) de las dos incertidumbres
y se construye el árbol cuatrinomial del subyacente (figura 5.5).














r − 0,5σP : 0,0388
uP : 1,1618
dP : 0,8607





Para la opción put, se tiene que las cantidades δ y γ son
δ = $0 − $30,93$210 × (1,1107 − 0,9003) = −0,70
γ = 1,1107 × $30,93 − 0,9003 × $0
e0,025×0,25(1,1107 − 0,9003) = 162,28
y el valor de la opción put es
Put = 162,28 + (−0,70) × $210 = $15,26
Cabe recordar que ambos métodos llevan al mismo resultado. Sin embargo, estos resultados
difieren un poco del modelo BS (call = $5,31 y put = $13,94), al presentar una diferencia
de $1,32 en cada caso. Esta diferencia se explica por el número de intervalos que se tomaron
para la construcción del árbol binomial. Al fraccionar el vencimiento total de la opción en pe-
queños intervalos de tiempo, es posible lograr una mejor aproximación del resultado anterior.
En este caso nos encontraremos en el modelo multiperiodo.
2.2.2. Modelo multiperiodo
Al extender este modelo al contexto multiperiodo, se tiene que el vencimiento de la opción
(T ) se divide en n intervalos de tiempo con tamaño Δt, donde Δt representa el paso discreto
de un intervalo de tiempo t a otro, para todo t ∈ [0, T ]. Si un y dn representan los factores
multiplicativos de crecimiento y descenso del precio de la acción para cada Δt, definidos
en un espacio de probabilidad finito (Ω,F , P ), con Ω = (ω1, ω2), entonces el precio en un
momento Δt + 1 estará dado por Sn(t+Δt) = un SnΔt y Sn(t+Δt) = dn SnΔt.
Por ejemplo, para n = 2 intervalos se encuentra que el precio del activo subyacente S puede
tener la dinámica presentada en la siguiente figura, donde udS0 = duS0, es decir, el árbol
binomial mantiene la propiedad de recombinación. Lo anterior implica que los factores mul-
tiplicativos u y d son iguales para cada Δt21 y, por tanto, las probabilidades riesgo-neutral
(qu y qd) no cambian. De forma análoga, se presenta el árbol de la opción call.
Los valores Cuu, Cud y Cdd del vencimiento vienen dados por
Cuu = Max(u2 S0 − K, 0)) (2.26)
Cud = Max(ud S0 − K, 0) (2.27)
= Max(du S0 − K, 0)
Cdd = Max(d2 S0 − K, 0) (2.28)
21 Esta propiedad se cumple cuando la volatilidad del activo subyacente permanece constante para todo el
periodo de valoración.
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conocer la distribución conjunta generada por los dos movimientos de subida (u) y caída (d)
de cada incertidumbre.
Opción arcoíris con dos incertidumbres correlacionadas: modelo cuatrinomial
El modelo cuatrinomial es un modelo binomial con dos variables de estado, es decir, su pafoff
viene determinado por dos fuentes de incertidumbre correlacionadas: precios (P ) y cantidad
demandada (Q), en la que cada incertidumbre sigue un proceso estocástico del tipo MGB.
dP/P = μP dt + σP dWP (5.13)
dQ/Q = μQ dt + σQ dWQ (5.14)
De esta forma, el activo subyacente (el valor presente de la inversión: V0) es afectado por las
dos incertidumbres, donde su dinámica depende del movimiento de cada una de estas (uP ,
dP , uQ y dQ) y su correlación (ρ). Por tanto, se encuentran cuatro posibles combinaciones
para el subyacente, como muestra la figura 5.4.












b) Árbol de la opción real arcoíris
Fuente: elaboración propia.
En presencia de dos fuentes de incertidumbre, para cada Δt se tienen 4 nodos en el árbol, es
decir, se tiene un árbol cuatrinomial7. En el contexto de las opciones reales arcoíris, el valor
del subyacente (valor presente), para cada nodo del árbol, se determina como el producto de
los parámetros u y d de cada incertidumbre y su valor en el momento anterior, por ejemplo,
para t = 1 se parte desde V0. Significa que si se presenta el estado de crecimiento (u) para
P y Q en el primer intervalo de tiempo, V uPuQ se determina como: V0 × uP × uQ. Esta
misma dinámica se aplica para los demás nodos del árbol y en cada intervalo (Δt) de un
árbol multiperiodo.
Ahora, el valor de la opción real arcoíris se determina aplicando el proceso de inducción
hacia atrás, al igual que en el árbol binomial. Aquí, por ejemplo, en el nodo superior del árbol
7 El modelo cuatrinomial es equivalente a un modelo binomial de dos variables. Este nuevo árbol tiene, para
cada nodo, cuatro ramas, a diferencia de las dos ramas que presenta el árbol binomial.
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Ahora, al resolver para Cu y Cd se tiene
Cu = e−r×Δt [qu Cuu + qd Cud] (2.29)
Cd = e−r×Δt [qu Cud + qd Cdd] (2.30)
Finalmente, el valor de la opción call es
C0 = e−r×Δt [qu Cu + qd Cd] (2.31)
Esta misma lógica aplica para la opción put y puede extenderse para n intervalos de tiempo.
Ejemplo 2.3
Ahora, si el tiempo de vida de la opción de 3 meses (0,25 años) se fracciona en intervalos de
tamaño equivalentes a un mes, se tiene que Δt = 1 mes = 0,0833 años. Los parámetros del









1,0625 − 0,9412 = 0,5020
qd =
1,0625 − e0,025×0,0833
1,0625 − 0,9412 = 0,4980
Adicionalmente, para facilitar el cálculo del valor de la opción en cada Δt, se puede estimar
un factor de descuento equivalente a e−0,025×0,0833 = 0,9979, el cual se utilizará en cada nodo
del árbol dentro del proceso de inducción hacia atrás hasta llegar a t = 0.
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5.2. Opciones reales con múltiples incertidumbres
En el contexto de los activos reales y proyectos de inversión, la presencia de múltiples fuentes
de incertidumbre genera efectos considerables sobre los flujos de caja y, por tanto, en el valor
presente de la inversión, como sucede con: i) las incertidumbres de mercado (el precio del
producto final, la demanda, los costos operativos, la tasa de cambio, las tasas de interés, etc.);
ii) la incertidumbre tecnológica, entre otros. Si el efecto de cada variable es significativo, o
si no es posible su estimación consolidada5 se debe acudir a los modelos multidimensiona-
les. Copeland y Antikarov (2001) argumentan que no siempre es recomendable estimar la
volatilidad consolidada para luego implementar el modelo de valoración (el árbol binomial),
sino que es necesario modelar cada fuente de incertidumbre por separado buscando reflejar
su dinámica y efectos (explícitos) sobre el valor de la inversión. De esta forma, se logra una
implementación correcta del ROA y, con ello, la toma de decisiones de inversión óptimas.
La implementación de un modelo multidimensional nos lleva a la valoración de opciones
reales muchos más complejas, por ejemplo, las opciones rainbow o arcoíris. En este con-
texto surgen los modelos n-dimensionales (cuatrinomial, pentanomial, hexanomial, etc.) de
acuerdo con los modelos presentados en la sección anterior (modelos BEG, KR y HK).
5.2.1. Opciones reales arcoíris
Las opciones que dependen de múltiples subyacentes se conocen como opciones arcoíris
(rainbow). Una opción arcoíris se puede definir como aquella cuyo payoff depende de más
de un activo subyacente, similar a las opciones spread presentadas en la sección anterior.
También se encuentran las opciones basket que, aunque dependen de múltiples subyacentes,
se diferencian en la forma de determinar su payoff, el cual se estima al ponderar cada uno de
los activos subyacentes6.
Una característica importante de las opciones arcoíris es que la modelación de cada variable
(incertidumbre) se hace de forma separada, aunque se asuma el mismo proceso estocástico a
lo largo del tiempo, donde cada una impacta de forma diferente los flujos de caja y, por tan-
to, su valor presente, e independientemente de que estas se encuentren o no correlacionadas.
Aquí, la dinámica propia de cada incertidumbre se modela siguiendo un proceso estocástico
del tipo MGB. Para ello, se recomienda, al igual que en las opciones financieras, tomar su
volatilidad histórica (σi), estimada como la desviación estándar del cambio porcentual de una
serie de precios, o como alternativa, es posible tomar la volatilidad implícita en caso de con-
tar con la información disponible. Esto es equivalente, como indicaron Boyle et al. (1989), a
5 En el capítulo 4 se presentaron modelos que permiten estimar el efecto conjunto de todas las incertidumbres
en una sola estimación, tal es el caso del modelo propuesto por Copeland y Antikarov (2001). Sin embargo, esta
estimación no siempre es posible o recomendable. Además, no hay que olvidar que, aunque se usa un parámetro
consolidado de volatilidad, la variabilidad total de los flujos de caja y de su valor presente es una función de
todas las incertidumbres relacionadas.
6 Para más detalles ver Rubinstein (1991).
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Como se observa en los árboles, al aumentar el número de intervalos, el valor de las opciones
call y put desciende respectivamente a $5,18 y $13,81. Ahora estos son mucho más cercanos
a los resultados del modelo BS (call = $5,31 y put = $13,94) con una diferencia de −$0,13
en cada caso. Si este mismo ejercicio se repite, pero ahora con intervalos de tiempo más pe-
queños, por ejemplo, semanas o incluso días22, las diferencias anteriores se reducen aún más.
La tabla 2.1, resume el ejercicio de valoración tomando diferentes tamaños en el intervalo
de tiempo (Δt) y para diferentes precios de ejercicio de la opción (tanto inferiores como su-
periores), con el objetivo de evaluar la aproximación del modelo binomial multiperiodo al
resultado de valoración que proporciona la fórmula BS.
22 Para efectos de esta aplicación se toma un número aproximado de días hábiles dentro del vencimiento de
la opción (3 meses). Este corresponde a 60 días.
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definen un método de estimación de λ. Este ajuste implica que ahora las probabilidades para



























Para m = 1, 2, .., 2n, n  2, θi = μi/σi, y
p0 = 1 −
(





1 + θ2i Δt
Ejemplo 5.3
Al igual que en el modelo KR, se utilizan los parámetros indicados en el ejemplo 5.1 para
aplicar el modelo HK. La tabla 5.4 presenta la estimación de las probabilidades. Aquí, la
ecuación (5.11) se ajusta para estimar las probabilidades en el caso de dos activos. Estas























































































Tabla 5.4: Probabilidades riesgo-neutral del modelo HK
θ1 θ2 λ1 λ2 puu pud pdu pdd p0
0,3 0,117 1,007 1,001 0,3929 0,1679 0,1309 0,3083 0,00
Fuente: elaboración propia.
En su aplicación se encuentra una pequeña diferencia con los resultados del modelo BEG.
Finalmente, el valor de la opción es $3,28.
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Tabla 2.1: Valor de la opción para diferentes precios de ejercicio y Δt
Opción call
Número de intervalos
Precio de ejercicio BS 1 3 12 60
200 15,33 16,64 15,18 15,37 15,36
210 9,43 11,63 10,18 9,25 9,36
220 5,31 6,63 5,18 5,38 5,33
230 2,73 1,63 2,75 2,83 2,76
240 1,28 0,50 1,49 1,24 1,30
Opción put
Número de intervalos
Precio de ejercicio BS 1 3 12 60
200 4,08 5,39 3,93 4,14 4,11
210 8,13 10,33 8,87 7,95 8,05
220 13,94 15,26 13,81 14,01 13,95
230 21,30 20,19 21,32 21,40 21,33
240 29,79 28,50 30,00 29,74 29,80
Fuente: elaboración propia.
2.2.3. Generalización del modelo binomial
En la construcción del modelo binomial de un solo periodo se tiene que el valor de una
opción call cuyo valor en t = 1 es contingente (una función) al precio del activo riesgoso en
cada estado de naturaleza, el cual viene determinado por su payoff : CT = Max(ST − K, 0).
Como el precio del activo subyacente en T (t = 1) puede subir a u S0 o caer a d S0, entonces
mediante el payoff se obtiene el valor de la opción (Cu = Max(u S0 − K, 0) y Cd =
Max(d S0 − K, 0)). Por tanto, el valor de la opción en el momento t = 0 viene dado por su
valor esperado bajo la medida de probabilidad riesgo-neutral (qu y qd) descontado a la tasa
libre de riesgo r
C0 = e−r×T [qu Cu + qd Cd]
Si este proceso binomial multiplicativo se extiende para n intervalos de tamaño Δt, como se
mostró en la sección anterior (modelo multiperiodo), pero ahora se considera un número de
movimientos ascendentes k del activo subyacente, siguiendo a Cox et al. (1979), el payoff de
la opción call se puede escribir como
Max(ukdn−kS0 − K, 0) (2.32)
De tal forma que, al usar la probabilidad binomial se puede obtener el valor de la opción en















Tabla 5.3: Probabilidades riesgo-neutral del modelo KR
λ puu pud pdu pdd p0 Opción (C)
λ = 1 0,3925 0,1687 0,1313 0,3075 N/A $3,28
λ = 1, 1 0,3486 0,1616 0,1276 0,2713 0,0909 $3,12
λ = 1, 2 0,3132 0,1545 0,1233 0,2423 0,1667 $2,96
Fuente: elaboración propia.
Para ello, la ecuación (5.9) se ajusta para estimar las probabilidades en el caso de dos activos.

















































































p0 = 1 − 1
λ2
(5.10e)
Un aspecto importante del modelo KR es el valor del parámetro λ, lo cual puede representar
una dificultad en su aplicación, dado que los autores no proveen propuesta alguna para su esti-
mación, es decir, este se determina de forma arbitraria, lo que genera dificultades y sesgos en
su implementación. Por ejemplo, Herath y Kumar (2006) muestran que un λ superior a 1,5
genera valores de la opción significativamente diferentes de la solución analítica. Además,
ellos encuentran que el modelo KR ignora los términos de orden superior del paso de tiem-
po h al aproximar el cálculo de las probabilidades y, en algunos casos, obtienen resultados
negativos.
5.1.3. Modelo de Herath y Kumar (2006)
Para corregir el problema anterior, Herath y Kumar (2006) proponen límites para el parámetro
de λ y el coeficiente de correlación ρ (este ajuste se identificará como modelo HK). Los
autores proporcionan intervalos donde las probabilidades generadas siempre serán factibles y
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Esta expresión representa una forma directa de llegar al valor de la opción, la cual aplica de
manera análoga para la opción put.
Una ventaja adicional de esta ecuación es que puede reexpresarse para compararla con la
fórmula BS. Ahora, como la opción call solo será ejercida en aquellos escenarios donde el
precio del activo subyacente supera al precio de ejercicio, la sumatoria anterior se aplica a






De esta forma se tiene


























Al reordenar algunos términos se encuentra
C0 = S0 B (k  a | n, qˆu) − K e−r×TB (k  a | n, qu) (2.35)
donde: B (k  a | n, qˆu) denota la probabilidad binomial con parámetros n y qˆu, de forma
que la primera sumatoria de la ecuación (2.34) representa la probabilidad acumulada a par-
tir del valor a, mientras que la segunda sumatoria representa la probabilidad binomial con
parámetros n y qu. Si












De forma análoga, el valor de la opción put viene determinado por






Asimismo, se estiman las probabilidades usando el conjunto de ecuaciones (5.5) o (5.7). La
tabla 5.2 resume los resultados.
Tabla 5.2: Probabilidades riesgo-neutral del modelo BEG
puu pud pdd pdu
0,3925 0,1687 0,1313 0,3075
Fuente: elaboración propia.
Ahora, para cada nodo del árbol el valor de la opción C está determinado por la ecuación
(5.8). De esta forma, se encuentra que el valor de la opción es C = $2,68.
5.1.2. Modelo de Kamrad y Ritchken (1991)
El modelo propuesto por Kamrad y Ritchken (1991) (en adelante modelo KR), extiende el
trabajo previo de Boyle et al. (1989) usando los mismos principios, pero incorpora un movi-
miento horizontal, el cual transforma el modelo binomial subyacente en un modelo trinomial.
En su extensión, el salto horizontal se obtiene agregando una constante λ en la fórmula del
tamaño del salto, es decir, ui = eσi
√
h se convierte ahora en ui = eλiσi
√
h. Como resultado,
el modelo KR agrega una probabilidad adicional al conjunto de probabilidades del modelo
BEG, la cual representa la probabilidad de que no haya movimiento alguno (p0). Si λ = 1, el
modelo KR genera un resultado equivalente al modelo BEG y, por tanto, p0 = 0.





























Para m = 1, 2, .., 2n; n  2 y λ  1. Además, θi = μi/σi y p0 = 1 − 1λ2 . De esta forma, el





La aplicación del modelo KR al ejemplo 5.1 presenta diferencias en materia de estimación de
las probabilidades y del valor de la opción si λ > 1, de lo contrario el resultado es equivalente
al modelo BEG. La tabla 5.3 presenta la estimación de las probabilidades para diferentes
valores de λ y el valor de la opción en cada caso.
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2.3. Valoración por simulación de Monte Carlo
La simulación de Monte Carlo (MC) surge como una técnica de integración numérica23. Esta
técnica ha demostrado ser una herramienta valiosa para la valoración de opciones cuando
no existen soluciones con fórmulas cerradas o expresiones analíticas (Boyle, 1977; Broadie
y Glasserman, 1996). Para desarrollar la valoración de la opción a partir de la técnica de
simulación MC, según Broadie y Glasserman (1996) se requiere aplicar un proceso sencillo
que consta de los siguientes pasos:
Modelación del activo subyacente de t = 0 a t = T , donde T es la fecha de vencimiento
de la opción. Aquí, se genera un número grande (miles) de caminos aleatorios del activo
subyacente hasta el momento T (ST ), bajo la medida de probabilidad riesgo-neutral.
Cabe resaltar que la tasa de deriva del proceso del activo subyacente, como se muestra
en la ecuación (2.3), se cambia por la tasa de interés libre de riesgo, de forma que la
EDE usada para modelar ST viene dada por
dS/S = r dt + σ dW (2.37)
y la aproximación en tiempo discreto del proceso log-normal de St (ecuación (2.4))
St = S0 exp
[(







donde: Z ∼ N(0, 1).
Calcular el valor de la opción a partir de su payoff para el precio del subyacente en T
(ST ).
Repetir los pasos anteriores un número de veces significativamente grande.







donde: VT es el valor de la opción en el momento T , el cual está determinado por su
payoff. Por ejemplo, para una opción call se tiene C = Max(ST −K; 0), mientras que
para la opción put se tiene P = Max(K − ST ; 0).
Descontar el valor anterior usando la tasa de interés libre de riesgo para encontrar el
valor de la opción en t = 0. Recordemos que el valor de la opción en un momento
t = 0 se estima como el valor esperado de un flujo que promete pagar el activo bajo
una medida de probabilidad riesgo-neutral (Q)
Vt = e−r (T−t)EQ(VT ) (2.40)
donde: Vt es el valor de la opción en el momento t.
23 Se entiende que la integral de una función puede ser interpretada como el valor esperado de una variable
aleatoria, y este valor puede aproximarse mediante el promedio a partir de la ley de los grandes números.
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donde, Δx1 = σ1
√
Δt y Δx2 = σ2
√
Δt. Es importante aclarar que el tamaño de los factores
de subida y caída son iguales a Δx en ambos casos, y los momentos de la distribución discreta
(medias y varianzas), junto con las probabilidades riesgo-neutral (p), de forma análoga al
modelo binomial, deben ser tales que la distribución de probabilidad discreta converje a la
distribución lognormal bivariada, cuando el tamaño del intervalo de tiempo Δt tiende a cero.
E[Δx1] = (puu + pud)Δx1 − (pdu + pdd)Δx1 = μ1Δt
E[Δx21] = (puu + pud)Δx21 − (pdu + pdd)Δx21 = σ21Δt
E[Δx2] = (puu + pud)Δx2 − (pdu + pdd)Δx2 = μ2Δt
E[Δx22] = (puu + pud)Δx22 − (pdu + pdd)Δx22 = σ22Δt
E[Δx1Δx2] = (puu − pud − pdu − pdd)Δx1Δx2 = ρσ1σ2Δt
Además, si cada nodo del árbol está identificado de la forma (i, j, k), los cuales indican el
paso del tiempo i, el nivel j en el activo 1 y el nivel k en el activo 2, se tiene que
S1;i,j,k = S1ejΔx1
S2;i,j,k = S2ekΔx2
Finalmente, una opción de margen (spread) call4 americana con precio de ejercicio K y
vencimiento T pactada sobre la diferencia de los activos S1 y S2 está determinada por
max(S1,T − S2,T − K) (5.8)
Este modelo representa la primera extensión del modelo CRR a múltiples subyacentes. Sin
embargo, como indican Kamrad y Ritchken (1991) y Gamba y Trigeorgis (2007), este modelo
presenta algunas características no deseables, como la posibilidad de obtener probabilidades
negativas y una convergencia lenta, lo que lo convierte en un modelo de aplicación poco efi-
ciente.
Ejemplo 5.1
Considere una opción call spread americana cuyo payoff depende de dos activos correlacio-
nados. Se sabe que al momento de la valoración (t = 0): S1,0 = S2,0 = 100, K = 1, σ1 = 0, 2,
σ2 = 0,3 ρ12 = 0,4, r = 0,08, T = 0, 1667 años (2 meses) con 1 paso (Δt = 0,1667). A
partir de esta información, se sabe que los parámetros u1, d1, u2 y d2 vienen dados por
4 Una opción de margen es un tipo de opción que deriva su valor de la diferencia, o margen, entre los precios
de dos o más activos.
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Como los demás supuestos del modelo BS se mantienen en la simulación, el resultado de la
simulación converge a la solución analítica.
Ejemplo 2.4
Al igual que en los ejemplos 2.1 a 2.3, se quiere valorar las opciones call y put europeas
sobre la acción de Apple usando la técnica de simulación de Monte Carlo. En este caso, se
sabe que la acción cotiza a un precio de $210 dólares (S0), el precio de ejercicio es de $220
dólares (K), el vencimiento (T ) es de 3 meses (0,25 años), la volatilidad es del 21% (σ) y la
tasa de interés libre de riesgo de este mercado es de 2,5% (r).
Para implementar este modelo, primero se generan 1.000 trayectorias del proceso estocás-
tico del precio de la acción de t = 0 a T a partir de la ecuación (2.38), donde se toma un
intervalo diario (Δt = 0,0042). Esta representación de los precios simulados puede hacerse
directamente sobre el precio de la acción al vencimiento (ST ) o a partir de su modelación para
intervalos de tiempo de tamaño Δt. La figura 2.8, representa algunas trayectorias simuladas
del precio, para lo cual se utilizó la hoja de cálculo de Excel.
Figura 2.8: Simulación del precio de la acción
Fuente: elaboración propia.












Max(K − ST ; 0) = $14,28
Finalmente, los valores promedio C¯T y P¯T se descuentan con la tasa de interés libre de riesgo
(r = 2,5 %) para estimar el valor de la opción en t = 0. Para ello, se usa la ecuación (2.40).
De esta forma, se encuentra que el valor de las opciones call y put es
Call = $5,58
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Figura 5.2: Árbol bidimensional
u1S1, d2S2
u1S1, u2S2






Fuente: adaptado de Clewlow y Strickland (1998).
Figura 5.3: Árbol bidimensional aritmético (xi = ln(Si))
x1 + Δx1, x2 − Δx2
x1 + Δx1, x2 + Δx2
x1, x2 x1 − Δx1, x2 + Δx2





Fuente: adaptado de Clewlow y Strickland (1998).
Aquí, las probabilidades vienen determinadas por el conjunto de ecuaciones (5.7).


















Aunque estos resultados son muy cercanos a los valores obtenidos mediante el modelo BS
(call = $5,31 y put = $13,94), un aumento del número de simulaciones, por ejemplo a
100.000, permitirá reducir aún más estas diferencias. En este caso, se encuentra un valor de
las opciones call y put de $5,32 y $13,95, respectivamente. Cabe aclarar que la implemen-
tación de muestras simuladas de gran tamaño se vuelve bastante dispendiosa en la hoja de
cálculo (Excel), por tanto, se recomienda acudir a programas más robustos como Matlab o R.
2.4. Opciones americanas
El análisis de valoración anterior, utilizado para valorar opciones de tipo europeo, se extien-
de a aquellas opciones call y put que pueden ser ejercidas en cualquier momento antes de
su vencimiento, es decir, opciones americanas. Este marco de valoración será presentado a
continuación a partir del modelo binomial multiperiodo. Una ventaja importante del modelo
binomial frente al modelo BS, es que estas opciones americanas pueden ser valoradas con los
mismos principios desarrollados atrás, bajo un esquema de aplicación simple e intuitivo. Esta
aplicación requiere un pequeño ajuste en el proceso de inducción hacia atrás, de tal forma
que al descontar para cada nodo del árbol y en cada intervalo de tiempo (Δt) se incorpore la
posibilidad de ejercicio de la opción. Así, la valoración según la ecuación (2.19) se ajusta al
separar los nodos del árbol del vencimiento y los nodos para cada Δt antes del vencimiento.
Para una opción call americana (CA)24 se tiene:
i) Al vencimiento, para cada nodo:
CAT = Max(ST − K, 0) (2.41)
ii) Antes del vencimiento, para cada nodo:
CAt = Max [e−r×Δt (qu Cu + qd Cd); St − K] (2.42)
La ecuación (2.42) se utiliza hasta llegar al momento de valoración (t = 0) donde se obtiene
el valor de la opción CA.
Para una opción put americana (PA) se tiene:
i) Al vencimiento, para cada nodo:
PAT = Max(K − ST , 0) (2.43)
ii) Antes del vencimiento, para cada nodo:
PAt = Max [e−r×Δt (qu Pu + qd Pd); K − St] (2.44)
24 Esta notación se toma con el propósito de diferenciarlas de las opciones europeas.
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Así, para los cuatro saltos se tiene
ψh(θ1, θ2) = p1 E[e(i
√





h(−θ1σ1+θ2σ2)] + p4 E[e(i
√
h(−θ1σ1−θ2σ2)]
Al usar la expansión de Taylor e igualar la distribución discreta con su distribución continua

























































donde, μi = r − 0,5σi, ∑mi=1 pm = 1 y m = 2n es el número de los distintos estados en cada
h.





















Para m = 1, 2, .., 2n, n  2, y
xim =
{
1 si el activo i tiene un salto al alza en el estado m
−1 si el activo i tiene un salto a la baja en el estado m
xmij =
{
1 si los activos i y j tienen un salto en la misma dirección
−1 si los activos i y j tienen un salto en direcciones opuestas
Una forma análoga de implementar el modelo es desarrollada por el enfoque piramidal (para
más detalles ver Clewlow y Strickland, 1998). Al modelar dos activos correlacionados cuyos
procesos vienen dados por dSi/Si = μi dt + σi dWi i = 1, 2, donde, μi = r − 0,5σi y
E[dWi dWj] = ρ dt, entonces, la evolución conjunta de los procesos S1 y S2 se modela
mediante un árbol bidimensional o de dos estados como muestra la figura 5.2, o alternativa-
mente, mediante un árbol del proceso bidimensional aritmético, donde xi = ln(Si), como
muestra la figura 5.3.
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La ecuación (2.44) se utiliza hasta llegar al momento de valoración (t = 0) donde se obtiene
el valor de la opción PA.
Ejemplo 2.5
Tomando el mismo ejemplo 2.3 del modelo multiperiodo, se ajusta el árbol binomial para
incorporar la posibilidad de ejercicio de las opciones call y put en cada nodo antes de su
vencimiento. Si se toma, por ejemplo, un Δt = 1 mes = 0,0833, los parámetros del árbol
binomial siguen siendo los mismos: u = 1, 0625, d = 0, 9412, qu = 0, 5020 y qd = 0, 4980,
al igual que el factor de descuento e−0,025×0,0833 = 0,9979. Con estos parámetros se tiene el
mismo árbol binomial del subyacente y los árboles de las opciones call y put.


























Mientras que para la opción call americana el valor sigue siendo el mismo (CA = $5,18) res-
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Para dos activos subyacentes, cuyos precios vienen dados por Si (ecuación 5.1), donde i=1,2,
se encuentra que en el momento de tiempo futuro T sus resultados al alza (crecimiento)
y a la baja (decrecimiento) están determinados por Si,0 × ui y Si,0 × di, respectivamente.
Si el periodo analizado se divide en n intervalos (o pasos) de tamaño Δt y su coeficiente
de correlación es ρi,j , su función de distribución continua se aproxima a un proceso de 4
movimientos (figura 5.1), donde, al igual que el modelo CRR: ui = eσi
√
h y di = e−σi
√
h.







Ahora, las probabilidades se determinan para los cuatro movimientos de la distribución dis-
creta, los cuales convergen a la distribución continua cuando h tiende a cero (tabla 5.1).
Tabla 5.1: Parámetros de la función distribución
Movimiento Probabilidad Precios del activo
u1, u2 p1 = puu S1u1, S2u2
u1, d2 p2 = pud S1u1, S2d2
d1, u2 p3 = pdu S1d1, S2u2
d1, d2 p4 = pdd S1d1, S2d2
Fuente: elaboración propia.
Para ello, se utiliza la función generadora de momentos. Sin embargo, su implementación
requiere la transformación de la distribución log-normal de S1 y S2 a distribuciones normales.
Si Si,0 representa el precio actual (t = 0) de los dos activos y Si,1, los cuatro posibles valores






; i = 1, 2
Entonces, la función característica es
ψh(θ1, θ2) = E[e(iθ1R1+iθ2R2)] (5.3)
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pecto a la opción call europea, en la opción put americana se encuentra un resultado mayor
en $0,11, es decir, PA = $13,92. Si se denota con CE y PE a las opciones call y put euro-
peas, respectivamente, se puede establecer la siguiente relación entre el valor de las opciones
europeas y americanas:
CA  CE, PA  PE
Es decir, el valor de las opciones americanas debe ser mayor o igual al valor de las opciones
europeas para un mismo subyacente, un mismo precio de ejercicio y un mismo vencimiento.
Esto se presenta porque las opciones americanas pueden ser ejercidas en cualquier instante t
antes de su vencimiento, por tanto, se debería pagar más por ellas. Al revisar los resultados de
las valoración anterior se encuentra que solo la opción put americana tiene un mayor valor.
Ahora, al igual que en el modelo multiperiodo se realiza un ejercicio de valoración de las
opciones call y put americanas para diferentes tamaños de intervalo, comparando en cada
caso con los resultados de valoración de las opciones call y put europeas. De esta forma, se
utilizan tamaños de intervalo (Δt) distintos para representar semanas y días, las diferencias
anteriores se reducen aún más. La tabla 2.2 resume este ejercicio de valoración.
Tabla 2.2: Opciones europeas y americanas para diferentes precios de ejercicio
Call americana Call europea
Precio de ejercicio 3 12 60 3 12 60
200 15,18 15,37 15,36 15,18 15,37 15,36
210 10,18 9,25 9,36 10,18 9,25 9,36
220 5,18 5,38 5,33 5,18 5,38 5,33
230 2,75 2,83 2,76 2,75 2,83 2,76
240 1,49 1,24 1,3 1,49 1,24 1,30
Put americana Put europea
Precio de ejercicio 3 12 60 3 12 60
200 4,03 4,19 4,13 3,93 4,14 4,11
210 8,98 8,1 8,19 8,87 7,95 8,05
220 13,92 14,21 14,16 13,81 14,01 13,95
230 21,91 21,78 21,70 21,32 21,40 21,33
240 30,62 30,43 30,42 30,00 29,74 29,80
Fuente: elaboración propia.
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be señalar que la presencia de un mayor número de incertidumbres aumenta el problema
de dimensionalidad (Kamrad y Ritchken, 1991; Herath y Kumar, 2006). Si cada fuente de
incertidumbre sigue un proceso MGB tal que
dSi/Si = μi dt + σi dWi ; i = 1, ..., n (5.1)
donde, Si representa la i-ésima fuente de incertidumbre, μi y σi corresponden a la tasa de
crecimiento instantánea y volatilidad de cada una, y dW representa un proceso estándar de
Wiener, donde dWi y dWj están correlacionados E[dWi dWj] = ρij dt.
En su aplicación, algunos métodos tratan de aproximar la distribución log-normal bivariada a
una distribución discreta generalizada en un contexto n-dimensional. En este campo se iden-
tifican, principalmente, los modelos propuestos por Boyle, Evnine y Gibbs (1989), Kamrad
y Ritchken (1991), Herath y Kumar (2006)2, los cuales se presentan a continuación.
5.1.1. Modelo de Boyle, Evnine y Gibbs (1989)
La primera propuesta de valoración n-dimensional se identifica en Boyle et al. (1989) y es
conocida como modelo BEG. El modelo BEG surge como una extensión del trabajo de Boy-
le (1988), quien introduce el modelo de valoración de opciones cuando hay dos variables de
estado subyacentes (modelo bidimensional), al generalizar para n variables de estado. Boyle
(1988) desarrolló una idea básica para valorar cualquier reclamación contingente cuyo pa-
yoff es una función lineal por partes de dos variables de estado subyacentes, siempre que
estas tengan una distribución log-normal bivariada. Bajo esta lógica, construye un árbol bi-
dimensional con cinco movimientos (ramas) que representan la dinámica de los dos activos
subyacentes, acompañado de sus respectivas probabilidades riesgo-neutral.
Esta idea es generalizada en el modelo BEG, donde se asume que la distribución conjunta
del proceso discreto n-dimensional cuenta con las propiedades del esquema de discretización
del modelo CRR y, por tanto, los momentos de la distribución discreta coinciden con la
distribución continua3. Una primera aproximación a esta propuesta se presenta inicialmente
para 2 activos, al igual que Boyle (1988) y luego se generaliza para n activos, donde se
asume que cada uno sigue el proceso descrito en la ecuación 5.1. Así, la fórmula general de
valoración para un activo contingente (V ) cuyo payoff depende de n activos subyacentes,


















2 Además de estos se encuentran modelos alternativos propuestos por Nelson y Ramaswamy (1990), Ekvall
(1996), este último conocido como modelo NEK, los cuales buscan mejorar la convergencia en la estimación y
evitar la presencia de probabilidades negativas. También, se encuentran las propuestas de Korn y Muller (2009)
y Gamba y Trigeorgis (2007) que serán presentadas más adelante.
3 La dinámica de un proceso de tiempo discreto converge con el proceso en tiempo continuo, lo que aumenta
el número de pasos o intervalos de tiempo (Δt), al igual que su función de distribución. La convergencia en
la función de distribución es una condición suficiente para aproximar el valor de la opción estimado a su valor
verdadero, siempre que el payoff de la opción sea una función limitada de los precios de los activos subyacentes.
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2.5. Modelo trinomial
El modelo trinomial fue propuesto por Boyle (1986), como una extensión del modelo bino-
mial propuesto por Cox et al. (1979), para valorar opciones europeas y americanas sobre un
solo activo subyacente, es decir, en un contexto 1-dimensional25. En este caso, se asume que
el proceso del precio de la acción (S)(0≤t≤T ), definido en el espacio de probabilidad (Ω, F, P )
con Ω = (ω1, ω2, ω3), en un momento de tiempo futuro (t = T ) puede: i) subir a SuT en el es-
tado ω1 con probabilidad pu; ii) mantenerse en SmT = S0 en el estado ω2 con probabilidad pm;
o iii) caer a SdT en el estado ω3 con probabilidad pd. El árbol trinomial del activo subyacente
(para un solo periodo) se muestra en la figura 2.10.







Ahora, para la estimación de las probabilidades riesgo-neutral se debe garantizar que los dos
primeros momentos (media y varianza) de la distribución discreta del proceso estocástico del
activo subyacente (S) coincidan con la distribución continua. En la solución propuesta, Boyle
(1986) encuentra que los movimientos (u y d), como extensión a la solución de Cox et al.




































25 Este tipo de desarrollos puede extenderse a un contexto bidimensional, es decir, para valorar opciones
pactadas sobre dos activos subyacentes correlacionados. Sin embargo, los modelos multidimensionales permiten
alcanzar una mejor eficiencia, en comparación con el árbol bidimensional, como será presentado más adelante.
Capítulo 5
Valoración con múltiples incertidumbres
5.1. Modelos multidimensionales
En el capítulo anterior, se presentaron múltiples alternativas al problema de estimación de la
volatilidad (simple o consolidada) con el objetivo de estimar este parámetro y, con ello, reali-
zar la valoración de la opción real, por ejemplo, mediante la construcción del árbol binomial.
Bajo esta lógica, la(s) principal(es) fuente(s) de incertidumbre genera(n) un efecto sobre el
valor presente de la inversión (activo subyacente), el cual es modelado siguiendo una apro-
ximación del proceso estocástico del tipo MGB. En su aplicación, el modelo de valoración
CRR en tiempo discreto (o modelo binomial) provee un esquema de solución al problema de
valoración basado en la aproximación del proceso estocástico tomando solo dos estados (sube
o cae) con sus respectivas probabilidades (riesgo-neutral). Este modelo representa una aplica-
ción simple y directa y ha tenido gran acogida en el campo de valoración de opciones reales.
Sin embargo, la presencia de múltiples fuentes de incertidumbre, como es característico en
activos reales y proyectos de inversión, requiere de ajustes en el modelo de valoración.
Cuando existen múltiples fuentes (independientes) de incertidumbre es necesario reflejar el
efecto por separado de cada una a lo largo del tiempo. Por ejemplo, además de la incerti-
dumbre de mercado1, el proyecto puede enfrentarse a la incertidumbre tecnológica o a los
cambios en la regulación (Copeland y Antikarov, 2001). En este caso, todas las fuentes de
incertidumbre requieren un tratamiento adecuado, de tal forma que se identifiquen las deci-
siones óptimas disponibles, a fin de realizar una correcta valoración de la opción real. En este
contexto surgen los modelos multidimensionales. Bajo este esquema, el proceso estocástico
n-dimensional se aproxima a un proceso discreto multivariado que conserva las mismas pro-
piedades del modelo binomial, entre estas la propiedad de recombinación, siempre y cuando
el parámetro de volatilidad permanezca constante.
Así, el modelo CRR puede extenderse a un contexto n-dimensional. Sin embargo, se de-
1 Esta incertidumbre puede estar representada, por ejemplo, en el precio del producto final (Brennan y
Schwartz, 1985; Paddock et al., 1988; Cortázar y Schwartz, 1993) o en los costos operacionales (Pindyck,
1993), entre otros.
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Además, como las probabilidades deben sumar la unidad (1), entonces
qm = 1 − qu − qd (2.49)
Finalmente, como el valor de las opciones call y put (en cada nodo terminal del árbol) está
determinado por C = Max(ST −K, 0) y P = Max(K −ST , 0), entonces, su valor esperado
descontado en el momento Δt viene dado por
C = e−r×Δt(quCu + qmCm + qdCd) (2.50)
P = e−r×Δt(quPu + qmPm + qdPd) (2.51)
Al igual que en el modelo binomial, se puede hacer la distinción entre opciones europeas y
americanas como se mostró en la sección anterior.
Una propuesta alternativa a la solución de Boyle (1986), con resultados similares, se en-
cuentra en Clewlow y Strickland (1998). Aquí, se considera un activo cuyo proceso es-
tocástico aritmético, es decir, x = ln(St) en un contexto riesgo-neutral, viene dado por
dx = μ dt + σ dW , donde μ = r − 0,5σ2. De esta forma, el precio del activo puede man-
tenerse (igual) o, subir o caer en Δx, con probabilidades qm, qu o qd, respectivamente, como
muestra la figura 2.11.





Fuente: adaptado de Clewlow y Strickland (1998).
donde: Δx = σ
√
2Δt. La relación entre los parámetros del proceso estocástico en tiempo
continuo y el proceso trinomial se obtienen al igualar los momentos (media y varianza) en
cada intervalo de tiempo (Δt) y requiere que las probabilidades sumen la unidad (1).
E[Δx] = qu(Δx) + qm(0) + qd)(−Δx) = μΔt
E[Δx22] = qu(Δx2) + qm(0) + qd)(Δx2) = σ2Δt + μ2Δt
qu + qm + qd = 1
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La valoración de las opciones americanas call y put del ejemplo 2.5 se ajusta para implemen-
tar el modelo trinomial. Aquí, nuevamente, se tiene: S0 = $210, K = $220, σ = 21 %, r =
2,5 %, T = 0, 25. Además, por simplicidad, se toman dos intervalos de tiempo Δt = 0,125.
Aunque la solución es igual, se aplican los dos métodos presentados: 1) Método de Boyle y
2) Método de Clewlow y Strickland, para la estimación de los parámetros.

























2. Método de Clewlow y Strickland: a partir del conjunto de ecuaciones (2.52) se calculan






2 × 0,125 = 0,1050











qm = 1 −
(





relativo más estable frente al valor esperado de la estimación. De esta forma, la volatilidad
se calcula dividiendo la desviación estándar (σ) del valor presente de los flujos de caja libres




Aunque este modelo de estimación es mucho más sencillo en su implementación, Lewis et
al. (2008) señalan que este, al igual que todos los modelos anteriores, presenta limitaciones
que impiden servir como un modelo general de estimación al no incluir el riesgo asociado al
costo de la inversión, por lo cual, no incluye el efecto conjunto de todas las fuentes de incer-
tidumbre. De esta forma, los autores proponen un nuevo modelo de estimación utilizando la
tasa interna de retorno (TIR) para incorporar este último elemento.
Este modelo requiere el uso de la simulación de manera que todas las fuentes de incertidum-
bre pueden ser consideradas, al igual que en el modelo CA. Así, la volatilidad se expresa en





El resultado obtenido genera una mayor estimación de la volatilidad, en comparación con los
métodos anteriores, debido a la inclusión de riesgo de la inversión y, por ello, debe generar
un valor de la opción real más alto. Sin embargo, los autores indican que un método de
estimación no puede justificarse simplemente porque produce una volatilidad más alta o baja,
en cambio, resaltan la limitación de excluir fuentes de incertidumbre.
Además, el empleo de la TIR se realiza a fin de evitar los resultados inestables que produce el
análisis de valor presente de los flujos de caja libre cuando se calcula el coeficiente de varia-
ción con resultados cercanos a cero. Esta situación se presenta cuando los costos de inversión












Se confirman, por tanto, los mismos resultados en ambos casos. Con estos parámetros se
construye el árbol trinomial para valorar las opciones call y put americanas.




















Como resultado, se encuentran los valores de las opciones americanas call: $5,78 y put:
$14,58. Por su parte, la estimación para las opciones de tipo europeo solo cambia un poco en
el caso de la opción put: $14,41. Asimismo, en ambos casos los resultados son mayores a los
obtenidos en el modelo BS (call = $5,31 y put = $13,94).
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4.5.2. Estimación riesgo-neutral generalizada: Haahtela (2010)
Haahtela (2010) amplía la propuesta de Godinho (2006) al contemplar una valoración riesgo-
neutral generalizada para estimar el cambio de volatilidad en los diferentes periodos de tiem-
po. Su modelo utiliza la regresión por MCO para estimar el valor presente de los flujos de
caja libres (Vt) generados en las muestras aleatorias para cada t. Nuevamente, el análisis de
regresión estima la esperanza condicional de la variable dependiente (Vt), dadas las variables
independientes (Ft). A diferencia de los modelos anteriores, utiliza los estimadores de regre-
sión sobre Vˆt directamente en diferentes momentos, en lugar de estimar la volatilidad sobre
la variable k.
Al terminar la simulación, se construyen las ecuaciones de regresión para cada periodo Vt
como sigue
Vˆ1 = b0,1 + b1,1F1
Vˆ2 = b0,2 + b1,2F1 + b2,2F2
...
Vˆt = b0,t + b1,tF1 + b2,tF2 + ... + bt,tFt (4.29)
Estas ecuaciones permiten encontrar el valor estimado para Vt de acuerdo con los parámetros
de los flujos de caja libres, en los cuales se encuentra un error de estimación (diferencia entre
los valores estimados y los valores observados). Este error de estimación es medido como la














Como resultado, el modelo proporciona una estimación de volatilidad con ruido que lo vuelve
poco recomendable en la práctica al depender de los parámetros estimados de la simulación
de los flujos de caja. Si los parámetros cambian, la volatilidad también va a ser diferente, lo
cual implica que el procedimiento de estimación de la volatilidad tiene que repetirse muchas
veces para todos los periodos de tiempo hasta que se confirmen los parámetros del modelo.
A esta dificultad se suma el problema de especificación del modelo de regresión discutido en
la propuesta de Godinho (2006).
4.5.3. Estimación basada en el coeficiente de variación (CV)
Mun (2006) resalta la complejidad para la estimación de la volatilidad en las opciones reales,
como se evidencia en los modelos anteriores. Para evitar estas dificultades metodológicas,
señala que la volatilidad se puede estimar usando el coeficiente de variación (CV ) del valor
presente de los flujos de caja. El CV es una medida relativa de la dispersión que incorpora de
manera conjunta el riesgo y el rendimiento del valor presente proyecto (V0). Esta medida pue-
de ser más útil que la desviación estándar para algunos propósitos, al mostrar un coeficiente
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Anexos
A2.1 Procesos estocásticos y lema de Itô
Un proceso estocástico (Xt)t ∈[0,T ] es una colección de variables aleatorias indexadas, gene-
ralmente en el tiempo, y definida sobre el espacio de probabilidad (Ω,F , P ), con una filtra-
ción (F)t≥0, es decir, un espacio muestral o conjunto de posibles resultados, donde F es una
σ-álgebra sobre Ω y P : F → [0, 1] es una medida de probabilidad. El conjunto de valores de
cada variable aleatoria Xt determina su espacio de estados que puede ser discreto o continuo.
Además, si para todo t  0, Xt es Ft-medible, se dice que este proceso es adaptado, donde
Ft representa toda la información disponible hasta el momento t.
Los procesos estocásticos son útiles para describir el comportamiento aleatorio de las varia-
bles financieras a lo largo del tiempo, tales como: precios de los activos, las tasas de interés,
tasas de cambio, índices, entre otros (Venegas, 2008). Por ejemplo, el precio de los activos
puede ser representado por el MGB, el cual se obtiene como una transformación exponen-
cial del movimiento Browniano estándar o proceso de Wiener (Wt). Un proceso estocástico
(Wt)t0 es un movimiento Browniano estándar si cumple:
i) W0 = 0.
ii) Wt es una función continua en t para todo t ∈ [0, T ].
iii) Wt es adaptado a la filtración (Ft)t0.
iv) Para 0  s < t, el incremento (Wt − Ws) es independiente de Fs y sigue una distribu-
ción normal con media cero y varianza t − s.
Ahora, si Xt es un proceso estocástico del tipo MGB que representa el precio del activo en
tiempo continuo, se tiene
Xt = X0 exp (μ t + σWt) (A2.1)
donde: Wt es un proceso estándar de Wiener, μ representa la tasa instantánea de retorno y σ su
volatilidad. De esta forma, se tiene que Xt sigue una distribución log-normal con parámetros
μ y σ, mientras que ln(X) se distribuye normalmente [ln(X) ∼ N(μ, σ2)]. Por tanto, los
cambios instantáneos vienen dados por
dX/X = μ dt + σ dW (A2.2)
Además, si Xt es integrable (E[Xt] < ∞), se dice que es martingala si
E[Xt|Fs] = Xs (A2.3)
Finalmente, una versión corregida del proceso MGB, asociada al comportamiento del precio
del activo que conserva la propiedad martingala, viene dada por









utiliza el valor ex post para un escenario determinado, lo cual genera una estimación sesgada
de la volatilidad.
En su propuesta, toma la variable k = ln(V˜1/V0) al igual que el modelo CA, sin embargo, si-
guiendo a Brandão et al. (2005), recomienda una estimación condicionada a las realizaciones
de los flujos de caja libres en dos niveles. Su primer modelo se basa en la idea de condiciona-
lidad en el valor presente de los flujos de caja del primer año (V˜1 = F˜1 +
∑n
t=2 E[Ft]eα(t−1)).
Para este valor genera una muestra aleatoria, y para cada iteración calcula el valor esperado
de los flujos de caja (E[Ft]), de acuerdo con la información disponible del proyecto en t = 1.
Todo el procedimiento descrito representa la simulación de primer nivel.
Sobre la muestra anterior, se implementa la simulación de segundo nivel; aquí en cada itera-
ción se genera una muestra para cada Ft del proyecto y, cuando se completa la simulación,
se promedian los resultados para cada t, obteniendo así su valor esperado (E[Ft]). Final-
mente, sobre este resultado también se crea una muestra para la variable k sobre la cual se
estima la volatilidad. Este procedimiento, como advierte el mismo Godinho (2006), implica
un crecimiento exponencial en las iteraciones al requerir una simulación sobre otra, así como
conocimientos de algoritmos y programación. El número total de simulaciones es el producto
de la ejecución de simulaciones del primer y segundo nivel. Aunque el modelo puede generar
estimación fiable, su implementación no es sencilla y demanda tiempo en la simulación. Al
considerar estas dificultades metodológicas en su implementación, propone otro modelo de
estimación.
El segundo modelo de Godinho (2006) está inspirado en el modelo de Longstaff y Schwartz
(2001) y las críticas de Smith (2005) sobre el modelo CA. Este modelo corresponde a una
estimación bajo el enfoque de regresión de mínimos cuadrados ordinarios (MCO). Al igual
que en el modelo anterior, se simula el comportamiento del valor del proyecto en dos niveles,
pero ahora estos son independientes. En el primer nivel se simula el comportamiento del
proyecto durante toda su vida y se utiliza este resultado para estimar un modelo de regresión
que permite el cálculo de la esperanza condicional de V1, como indica la ecuación (4.28)
V1 = b0 + b1X1 + ... + bnXn (4.28)
La variable dependiente corresponde a la suma de los Ft descontados que depende del com-
portamiento de las variables estado (Xi)-independientes, sus productos cruzados y valores
cuadráticos.
En el segundo nivel se simula el primer año del proyecto y se utiliza el modelo para calcular
el valor de V1 en cada iteración. Con estos resultados se estima el parámetro de la volatilidad
como la desviación estándar de k. Sin embargo, la exactitud de los cálculos depende de
la elección de las variables de estado, lo cual implica una dificultad para escoger el mejor
modelo. Esta limitante es mayor cuando se incorporan múltiples fuentes de incertidumbre
asociadas a funciones de probabilidad heterogéneas, y en presencia de correlaciones no solo
en el tiempo, sino entre ellas y los flujos de caja del proyecto.
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Ahora, si se considera la función y = f(Xt, t), por ejemplo, ln(Xt), se tiene





t + σ Wt
]
(A2.5)
El resultado anterior se obtiene al aplicar el lema de Itô sobre la ecuación (A2.2). Esta ecua-
ción también puede expresarse como
dXt = μ Xt dt + σ Xt dW (A2.6)
El lema de Itô consiste en aplicar la expansión de Taylor de segundo orden para la ecuación
















































Se obtiene así la ecuación diferencial estocástica que representa los cambios en el precio del















Smith (2005)17. En su estimación, toman el flujo de caja libre del primer año (F˜1) como una
variable estocástica y para los siguientes años (F2, ...,Fn) valores esperados condicionales
sobre F1. De esta forma, estiman la volatilidad del proyecto entre el periodo t = 0 y t = 1









donde: α representa la tasa de descuento (WACC). Esto implica que para cada año se debe
estimar la volatilidad considerando el comportamiento estocástico de los flujos de caja hasta
cada t.
Esta propuesta es perfeccionada en Brandão et al. (2012), donde se realizan ejercicios com-
parativos con respecto a la estimación que proporciona el modelo CA y, además, proponen
la estimación analítica de la volatilidad presentada en la sección anterior, también conocida
como estimación no sesgada. Esta propuesta se basa en la idea de que V˜1 es una función de
los flujos de caja esperados teniendo en cuenta la información disponible en t = 1 y, por
tanto, no debe incorporar información de los siguientes años (t = 2, .., n).
Haahtela (2008) considera que el modelo de Brandão et al. (2005) funciona bien y supera la
dificultad presentada en el modelo CA, siempre y cuando los valores futuros condicionales
de los flujos de caja sean fáciles de calcular. En la práctica esto no es sencillo, sobre todo
cuando se incorporan variables correlacionadas en la simulación, lo cual implica desarrollar
procesos iterativos sobre los resultados de la simulación. A pesar de esta limitación, una de las
ventajas identificadas en su estimación es la posibilidad de encontrar una solución analítica
de la volatilidad del proyecto cuando este presenta una única fuente de incertidumbre, como
se mostró en la sección 4.2.
4.5. Otros modelos basados en la simulación de MC
4.5.1. Simulación por etapas: Godinho (2006 y 2015)
Godinho (2006) presenta dos modelos de simulación por etapas como alternativa para superar
la “sobrestimación” de la volatilidad que proporciona el modelo CA. Su propuesta conduce
a procedimientos de simulación alternativos que buscan generar “mejores estimaciones” y,
con ello, “valoraciones más precisas”. Al igual que Smith (2005) y Brandão et al. (2005),
parte de la idea de que el valor de un proyecto en un momento t debe utilizar la información
disponible hasta ese mismo momento t. Godinho (2006) señala que el modelo CA utiliza
todos los flujos de caja proyectados descontados al momento t = 1, en lugar de utilizar solo
la información disponible hasta t = 1, es decir el E[F˜1], por ello, afirma que el modelo CA
17 A diferencia de Smith (2005), utilizan una tasa de descuento para los flujos de caja libres ajustada por
riesgo, por ejemplo, el WACC del proyecto.
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genera estimaciones sesgadas (al alza) de la volatilidad. Por su parte, Cobb y Charnes (2004)
incorporan variables correlacionadas en el modelo de MC14.
Por su parte, Smith (2005) sugirió que la idea fundamental del modelo CA es correcta pero
tiene una deficiencia técnica que lo lleva a sobrestimar la volatilidad. El cálculo de la desvia-
ción estándar de k incorpora el impacto sobre las expectativas de los flujos futuros después
de t = 1 en el primer año y, por tanto, la volatilidad estimada no es la verdadera. Por ello,
recomienda tener en cuenta solo el primer año de vida del proyecto (t = 1). Además, a Smith
(2005) le preocupan aquellos escenarios cuando V1 toma valores como cero (0) o negativos,
dado que k no se puede calcular (es indeterminado), por lo que la aproximación del MGB
sobre el valor del proyecto no es posible. De igual forma, recomienda el uso completo del
enfoque de valoración riesgo-neutral15, es decir, se debe utilizar la tasa libre de riesgo como
factor de descuento.
Finalmente, Smith (2005) indicó que se debe fijar una política óptima de ejercicio en cada
punto de decisión, lo cual requiere revisar el valor esperado futuro condicionado a la reso-
lución de todas las incertidumbres en un momento de tiempo determinado (t), y recomienda
el modelo de Longstaff y Schwartz (2001) para estimar los valores esperados utilizando una
regresión lineal16. El modelo de regresión estimado proporciona una aproximación del valor
esperado como una función de las variables de incertidumbre para determinar la política de
ejercicio óptima. La utilidad de este tipo de modelos se refleja en la posibilidad de incluir
funciones adicionales, en la medida que nuevas incertidumbres afecten el valor esperado del
proyecto, por lo cual se puede generalizar fácilmente a problemas más complejos.
Estas críticas de Smith (2005) son acogidas por Brandão et al. (2012), Godinho (2006, 2015)
y Haahtela (2006, 2010), quienes realizan propuestas que extienden el modelo CA para esti-
mar el parámetro la volatilidad y proponen nuevos modelos de estimación apoyados también
en la técnica de simulación de Monte Carlo y métodos de programación dinámica en algunos
casos.
4.4. Estimación basada en expectativas condicionales: Bran-
dão, Dyer y Hahn (2005)
Brandão et al. (2005) adoptan el mismo supuesto que subyace en el modelo CA, pero presen-
tan una estimación de la volatilidad condicional hasta el momento t, basados en la crítica de
14 Cabe resaltar que esto ya había sido recomendado por Copeland y Antikarov (2001).
15 Su propuesta busca seguir la analogía con el modelo BS e incorpora las primas de riesgo con las probabi-
lidades de acuerdo con los equivalentes de certeza.
16 Cabe aclarar que la facilidad de implementar este tipo de modelos depende del número de fuentes de
incertidumbre. Longstaff y Schwartz (2001) encuentran que, a mayor número de variables, la complejidad del
procedimiento es también mayor. Además, los resultados y niveles de ajuste en cada modelo son diferentes y
algunas variables se pueden omitir en el proceso, lo cual puede sesgar el resultado. En este tipo de ejercicios no
se descarta la posibilidad de incurrir en estas fallas.
Capítulo 3
Teoría de opciones reales
El análisis de opciones reales (ROA) surge como respuesta al contexto dinámico del mercado,
el cual exige una mayor capacidad de adaptación (flexibilidad) en la toma de decisiones de
inversión como respuesta a los acontecimientos inciertos, situación que el modelo tradicional
(FCD) no incorpora por su carácter estático. La mayor contribución de las opciones reales
corresponde a la incorporación de la flexibilidad e incertidumbre (Dixit y Pindyck, 1994),
así como a las respuestas estratégicas en la toma de decisiones de inversión. En este ámbito,
la flexibilidad se ha vuelto esencial para que las empresas aprovechen con éxito las oportu-
nidades de inversión futuras y, con ello, respondan efectivamente a los cambios que se van
presentando en el mercado.
Dixit y Pindyck (1994) reconocen que la incorporación de estos dos componentes permite
implementar un enfoque de valoración que presenta un alto grado de adaptabilidad a cada
contexto, y permite no solo mitigar los riesgos, sino también sacar provecho de los cambios
en las condiciones futuras del mercado. Además, siguiendo a Amram y Kulatilaka (1999), el
ROA ofrece un enfoque de valoración más completo, el cual adquiere toda justificación en
los siguientes escenarios:
Cuando se tiene una decisión de inversión contingente.
Cuando la incertidumbre es lo suficientemente grande.
Cuando se tomarán cursos alternativos después de la puesta en marcha del proyecto.
Una ventaja adicional que se identifica en su aplicación, es que permite reducir las complejas
estructuras de los proyectos de inversión a simples estructuras analíticas conformadas por
diferentes tipos de opciones reales simples (Smit y Trigeorgis, 2004) con fácil aplicación y
que pueden evaluarse de la misma forma que las opciones financieras o cualquier reclamación
contingente. Esta idea ha sido ampliamente aceptada a lo largo de las últimas cuatro décadas
y ha hecho del ROA un enfoque adecuado de valoración.
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A partir de esta información, se crea una muestra aleatoria con 100.000 iteraciones sobre la
variable k = ln(V˜1/V0), como muestra la figura 4.4, y se obtiene la volatilidad (consolidada)
del proyecto (σV ).
Figura 4.4: Función de densidad de la variable k
Fuente: elaboración propia.
Como resultado se encuentra σV = 0,7145, la cual, es superior a las estimaciones que proveen
los modelos anteriores.
De acuerdo con Mun (2002) y Haahtela (2006), el enfoque de la volatilidad consolidada es
análogo a las simulaciones del precio de una acción, en el que el precio teórico de esta se
define como la suma de todos los pagos en efectivo de los dividendos futuros, mientras que
para una opción real estos pagos en efectivo corresponden a los flujos de caja. La suma de los
flujos descontados al instante t = 0 corresponde al precio actual de la acción, y en el instante
t corresponde al precio de la acción en el futuro, por ejemplo, en t = 1. El logaritmo natural
de la relación de estas dos sumas descontadas es análogo a los retornos logarítmicos de los
precios de la acción. Una vez es superado el problema de estimación de la volatilidad, es
posible implementar el modelo binomial para aproximar la evolución del valor del proyecto
en el tiempo usando el modelo de Cox et al. (1979)13.
Dada la facilidad en la implementación del modelo CA, Herath y Park (2002) y Cobb y Char-
nes (2004) argumentaron que este modelo posee unas bondades sorprendentes, en compara-
ción con los enfoques previos, aunque realizan algunos pequeños ajustes sobre este. Herath
y Park (2002) implementan un cambio en el modelo de simulación partiendo del supuesto de
que los flujos de caja son independientes entre sí. Ellos ajustan el numerador y denominador
de la fórmula para que varíen en cada iteración de la muestra. Lo anterior requiere generar
muestras aleatorias para V1 y V0. Sin embargo, Godinho (2006) encuentra que este modelo
13 Cabe resaltar que Copeland y Antikarov (2001) recomiendan la aplicación del modelo binomial dadas
las ventajas que este presenta en comparación con la fórmula BSM. Por ejemplo, el árbol binomial facilita el
mapeo de todas las acciones alternativas viables que dependen de los futuros estados de naturaleza y, con ello, el
proceso de toma de decisión de inversión. De esta forma, el modelo binominal se convierte en una herramienta
de fácil manejo y con una presentación más simple e intuitiva.
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3.1. Flexibilidad e incertidumbre en el análisis de valora-
ción
En el mundo actual, las empresas se enfrentan a altos niveles de incertidumbre cuando toman
decisiones sobre futuras oportunidades de inversión. Para hacer frente a esta incertidumbre,
la dirección o gerencia puede responder estratégicamente al tomar cursos alternativos y, con
ello, mitigar los resultados no deseados. Un análisis adecuado requiere que la empresa pueda
revisar o adaptar las decisiones futuras en respuesta a los acontecimientos inesperados del
mercado. De esta forma, cada decisión de inversión puede estar acompañada de estrategias
óptimas que permitan tomar cursos alternativos, como por ejemplo:
Expandir cuando se identifiquen mejores condiciones en el mercado.
Contraer o abandonar cuando el resultado sea inferior de lo esperado.
Esperar durante un periodo de tiempo hasta encontrar las condiciones favorables para
invertir, de lo contrario puede no emprender la inversión si las condiciones lo ameritan.
Estas flexibilidades pueden representar una parte importante del valor que generan muchos
proyectos de inversión (Schwartz y Trigeorgis, 2004). A partir de estos cursos alternativos, la
empresa incorpora la opcionalidad: puede considerar la opción de invertir ahora en un deter-
minado proyecto, aplazar su puesta en marcha, o adaptarlo (en el futuro) como respuesta a las
condiciones del mercado. La flexibilidad es la condición que determina la existencia de las
opciones reales en las decisiones de inversión y, con ello, la posibilidad de tomar cursos alter-
nativos (Romero, 2006). Además, la flexibilidad, en la práctica, corresponde a la capacidad
de ajustarse (modificar el curso) para responder a las nuevas condiciones del mercado. Por su
parte, la incertidumbre refleja la incapacidad para anticipar los acontecimientos futuros que
pueden impactar los flujos de caja del proyecto, los cuales dependen de los estados incier-
tos que caracterizan el real funcionamiento del mercado, por lo que realizar una valoración
estática es inadecuado1.
Según Trigeorgis (1993), la flexibilidad permite revisar las acciones futuras contingentes e
introduce una asimetría en la distribución de probabilidad del valor presente de la inversión
(ver figura 3.1), la cual expande su valor verdadero y mejora su potencial de ganancias, al
tiempo que limita las pérdidas, es decir, la presencia de resultados probables inferiores al
VPN.
Además, Trigeorgis (1996) sugiere que la valoración correcta requiere de una regla de VPN
ampliado (VPNA) o VPN total, es decir con flexibilidad, que corresponde al valor obtenido
1 La estructuración de un proyecto de inversión requiere de un pronóstico de los flujos de caja que reflejan
el resultado del mismo, pero estas representan simples estimaciones de lo que se espera va a pasar en el futuro
(Romero, 2006). Por tanto, no siempre se va a lograr el resultado deseado, dados los eventos inciertos que se
pueden presentar y afectan al proyecto, ya sea positiva o negativamente; además, no siempre se cuenta con la









donde: V˜1 representa el valor presente del proyecto en t = 1 y V0 el valor presente en t = 0.
El símbolo ∼ sobrepuesto indica el carácter estocástico de V˜1, el cual se estima como un valor
aleatorio usando la técnica de MC, mientras el denominador (V0) se asume constante. De esta











(1 + i)t−1 (4.26)
donde: i representa la tasa de descuento, por ejemplo el WACC de la empresa o del proyecto,
y F˜t es flujo de caja aleatorio para cada t. Una vez se define k sobre el valor presente en
los momentos t = 0 y t = 1, se procede a generar la muestra aleatoria de las fuentes de
incertidumbre y se calcula V˜1 para cada iteración, donde V0 permanece fijo. Esto indica que
si se realizan m iteraciones en la simulación, se van a tener m resultados de k, los cuales
pueden ser representados a través de una función de probabilidad (ver figura 4.3). Finalmente,
sobre la muestra completa de k se estima su desviación estándar (σk), la cual representa la
volatilidad consolidada del valor del proyecto (σV ).
Figura 4.3: Estimación de la volatilidad
Fuente: elaboración propia.
Ejemplo 4.3
Para la aplicación del modelo de estimación de volatilidad propuesto por Copeland y Anti-
karov (2001) se toma el mismo ejemplo anterior (ejemplo 4.2). Para ello, se considera ini-
cialmente solo una fuente de incertidumbre, asociada al precio spot del oro, el cual se asume




ΔtZ , donde la volatilidad
(desviación estándar) anual del precio del oro es σS = 0,14.
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Figura 3.1: VPN con y sin flexibilidad
Fuente: adaptado de Trigeorgis (1996).
de la inversión sin flexibilidad (VPN) más el valor generado por la flexibilidad. Este últi-
mo corresponde al valor que aporta la opción real. La estimación del VPN con flexibilidad
(VPNA), se obtiene de acuerdo con la ecuación (3.1)
VPNA = VPN sin flexibilidad + Opción Real (3.1)
El resultado anterior, sin duda mejora el proceso de toma de decisión, sin embargo, la pre-
gunta que surge aquí es ¿cómo valorar estas decisiones que son contingentes? Para estimar el
VPNA, se han adaptado los modelos de valoración de opciones financieras.
3.2. Analogía entre opciones financieras y opciones reales
La noción de opción financiera, bajo la cual se tiene el derecho de llevar a cabo una decisión
de inversión (ejercicio o no de la opción), se puede aplicar a los activos reales. Myers (1977)
sugirió que toda empresa tiene la opción de tomar ciertas decisiones estratégicas a la hora
de evaluar sus futuras oportunidades de inversión. Así, una empresa puede tener el derecho,
pero no la obligación, de invertir en un determinado proyecto y beneficiarse de sus flujos
futuros si encuentra una oportunidad de inversión. Sin embargo, esta decisión no tiene que
tomarse de inmediato, la empresa puede esperar hasta encontrar un escenario adecuado. Aquí,
la empresa tiene una opción de diferir la inversión que solo ejercerá cuando las circunstancias
sean favorables o rechazarla si no se presentan. La estructura de la opción de diferir es la
misma de una opción call.
Esta misma estructura, también se identifica en las opciones de expansión para un proyecto
cuando se observan buenos resultados en el mercado que se pueden aprovechar. Por el con-
trario, cuando las condiciones del mercado son desfavorables se puede tomar la decisión de
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analíticas (Boyle, 1977; Broadie y Glasserman, 1996). En el campo de valoración con opcio-
nes reales, la simulación MC se utiliza para generar muestras artificiales representativas en
las variables que son fuentes de incertidumbre en la estimación de los flujos de caja, y luego,
inferir distribuciones de probabilidad que caractericen su comportamiento (Romero, 2006).
Estas distribuciones de probabilidad comprenden una forma más práctica, realista y reflejan
los diferentes escenarios posibles en el proyecto de inversión (Godinho, 2015).
4.3. Estimación consolidada: Copeland y Antikarov (2001)
Copeland y Antikarov (2001) proponen un método de estimación de la volatilidad consoli-
dada, basados en los supuestos del enfoque Marketed Asset Disclaimer (MAD), utilizando
la técnica de simulación de Monte Carlo. Para ello, el efecto de todas las fuentes de incerti-
dumbre del proyecto (demanda, precios, costos, entre otros, así como sus correlaciones) se
refleja en una sola estimación que es capturada por la desviación estándar de los retornos
logarítmicos del valor presente, bajo el supuesto de una función de distribución de proba-
bilidad hipotética. Para ello, toman como activo subyacente el valor (presente) del proyecto
sin opciones, es decir, el valor presente de los flujos de caja libre (estático), asumiendo que
este puede representar objetivamente su verdadero valor de mercado12 y, de esta forma, asu-
men que este varía en el tiempo de acuerdo con un proceso estocástico del tipo MGB. La
implementación de este proceso, se ve representada en la figura 4.2.
Figura 4.2: Implementación del modelo de MC
Fuente: adaptado de Copeland y Atikarov (2001).
El modelo de Copeland y Antikarov (2001) (en adelante modelo CA) incorpora todas las
incertidumbres que impulsan el valor actual del proyecto para proporcionar una estimación
fiable de su valor. Además, como activo subyacente, ellos toman el valor presente de los
flujos futuros de caja libre del proyecto (V ) que se obtiene mediante el modelo tradicional de
FCD. A partir de este resultado, se estima el rendimiento anual del proyecto como el cociente
logarítmico del valor presente de los flujos (k) en dos instantes de tiempo: t = 0 y t = 1
12 Bajo el enfoque MAD, Copeland y Antikarov (2001) proponen tratar el valor del proyecto sin opciones
como si se tratara de un activo negociado, es decir, que asumen este valor presente estático como el mejor
estimador del valor de mercado del proyecto.
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reducir la escala de producción o simplemente abandonar el proyecto cuando lo amerite. En
ambos casos se encuentra una estructura que se parece a una opción put. Estas decisiones
estratégicas u opciones reales pueden ser europeas, cuando solo se pueden ejercer en el ven-
cimiento, o americanas cuando se pueden ejercer en cualquier momento. A partir de esto, se
puede dar una definición formal para una opción real:
Una opción real es el derecho, pero no la obligación, de realizar una acción sobre ciertas
decisiones de inversión, por ejemplo, diferir, expandir, contraer o abandonar un proyecto, a
un costo predeterminado denominado precio de ejercicio y durante un periodo de tiempo.
En este contexto, las opciones reales ofrecen una herramienta transformadora para la valora-
ción de proyectos, y su aplicación es relevante cuando el grado de incertidumbre es alto y se
tiene la flexibilidad necesaria para responder a ella. Por tanto, la valoración correcta requiere
una regla de valor presente ampliado que combine estas fuentes de valor, como muestra la
ecuación (3.1).
La tabla 3.1 presenta la similitud en los parámetros para una opción call y una opción real de
expansión.
Tabla 3.1: Analogía entre las opciones reales y financieras
Opción financiera Opción real
St : Precio del activo subyacente Valor presente de los flujos futuros de
caja libres del proyecto
K : Precio de ejercicio Costo de la inversión adicional
T : Vencimiento de la opción financiera Vencimiento de la opción real
r : Tasa de interés libre de riesgo Tasa de interés libre de riesgo
σ : Variación en los rendimientos del pre-
cio del activo
Variación de los rendimientos del valor
del proyecto
Fuente: adaptado de Trigeorgis (1996).
Esta analogía permite adoptar los mismos supuestos y modelos de valoración de la teoría
de opciones financieras. Sin embargo, Trigeorgis (1996) advierte que esta analogía no es
completa y, por tanto, su uso debe ser cuidadoso, lo cual dificulta la aplicación directa de los
modelos2. A esto se suma la idiosincrasia misma de las opciones reales. Estas limitaciones
serán tratadas en el siguiente capítulo. Por ahora, con el propósito de resolver el problema de
valoración se adoptará de forma directa el modelo de valoración riesgo-neutral desarrollado
2 A pesar de la similitud con estas, Trigeorgis (1996) advierte que la aplicación del enfoque de valoración
en este ámbito es más complejo y existe una diferencia importante: mientras la teoría de valoración de opciones
financieras requiere la ausencia de arbitraje y la existencia de un “mercado líquido” para los activos, estos
supuestos en sentido estricto no se cumplen para las opciones reales. A esto se suma la dificultad que se presenta
en el cálculo de los parámetros requeridos en la valoración, como es el caso de la volatilidad.
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Tabla 4.3: Flujo de caja del proyecto (USD 000)
Año 0 1 2 3 4 5 6
Ingresos 165.520 169.258 173.091 177.022 181.054 185.190
Costos operativos 82.875 84.533 86.223 87.948 89.707 91.501
Costos fijos 12.500 12.750 13.005 13.265 13.530 13.801
Utilidad Operacional 70.145 71.975 73.863 75.809 77.817 79.888
Impuestos 23.849 24.472 25.113 25.775 26.458 27.162
Inversión total 125.000
Flujo de caja libre -125.000 33.796 34.754 35.744 36.769 37.829 38.925
Fuente: elaboración propia.
asume que sigue un proceso del tipo MGB y tiene una volatilidad de σS = 0,1411. En la
valoración de la opción se tienen en cuenta los modelos de estimación de volatilidad (σV )
presentados atrás, según las ecuaciones (4.11), (4.14) y (4.22). En cada caso se encuentra:
Modelo Volatilidad: σV
Davis 23,4%
Costa-Lima y Suslick 20,73%
Brandão, Dyer y Hahn 19,54%
Cabe aclarar que el modelo de Costa-Lima y Suslick (ecuación 4.14) se ajusta para incorporar
solo una fuente de incertidumbre y hacer comparables las estimaciones. Asimismo, en el
modelo de Brandão, Dyer y Hahn no se consideró el término asociado al valor a perpetuidad
de los costos fijos (W/μ), dado que se asume que el proyecto finaliza al sexto año.
Aunque estas propuestas representan soluciones interesantes al problema de estimación de la
volatilidad en la valoración de opciones reales, tienen limitaciones. A excepción del modelo
de Costa-Lima y Suslick que se puede aplicar para dos fuentes de incertidumbre, Godinho
(2006) afirma que estos modelos solo son aplicables cuando el proyecto se ajusta a un estado
predeterminado con una única fuente de incertidumbre, en este caso, el precio del oro. Sin
embargo, muchos proyectos presentan estructuras complejas que no son susceptibles para
una estimación analítica. De igual forma, Copeland y Antikarov (2001) argumentan que los
proyectos de inversión cuentan con múltiples fuentes de incertidumbre, como se indicó atrás,
por tanto, una solución analítica se vuelve muy simplista. Para superar esta dificultad, los
autores proponen un modelo de estimación consolidada que refleja el efecto conjunto de
todas las incertidumbres y sus correlaciones usando la técnica de simulación de Monte Carlo
(MC).
La técnica de simulación de MC ha demostrado ser una herramienta valiosa para la estimación
de precios de los activos cuando no existen soluciones con fórmulas cerradas o expresiones
11 Esta volatilidad se obtiene a partir de la serie histórica del precio spot del oro.
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en el capítulo 2. Cabe resaltar que, siguiendo a Copeland y Tufano (2004), estas dificultades
metodológicas se pueden superar fácilmente al adoptar el modelo binomial desarrollado por
Cox et al. (1979) o modelo CRR. El modelo binomial, como se indicó anteriormente, ofrece
una alternativa práctica y de fácil aplicación tanto en la valoración de opciones europeas
como en las opciones americanas.
De igual forma, como indican Copeland y Antikarov (2001), el modelo binomial se puede
ajustar fácilmente para reflejar cambios en la volatilidad, los puntos (óptimos) de decisión
temprana, las decisiones secuenciales múltiples a través de opciones compuestas, o inclu-
so, múltiples fuentes de incertidumbre (opciones arcoíris), entre otras. Esta flexibilidad del
modelo permite reflejar las características idiosincráticas de los proyectos de inversión, utili-
zando herramientas de fácil manejo como la hoja de cálculo de Excel. Además, Smith (2005)
y Brandão, Dyer y Hahn (2005) resaltan las ventajas en la implementación del modelo bino-
mial, dada la facilidad para el cálculo de los parámetros, así como su presentación más simple
e intuitiva.
De la misma manera, el árbol binomial facilita el mapeo de todas las acciones alternativas
viables que dependen de los futuros posibles estados de naturaleza y, con ello, el proceso de
toma de decisión de inversión. Todo esto, sin duda, muestra una ventaja notable del modelo
binomial frente al modelo BS. Sin embargo, hay que tener presente que el modelo binomial
representa una aproximación discreta (numérica) del proceso estocástico del activo subya-
cente, es decir, representa una convergencia débil del proceso de difusión del tipo MGB, el
cual permite caracterizar al activo subyacente en dos estados (de naturaleza): movimiento ha-
cia arriba y movimiento hacia abajo para cada intervalo de tiempo. Así, se puede aproximar
la solución, no solo en el momento actual, sino también en todos los intervalos de tiempo.
Para algunos teóricos, este tipo de aproximaciones numéricas incorpora una fuerte limitación
en la valoración. Como alternativa, la programación dinámica permite representar adecuada-
mente el campo de aplicaciones en la teoría de opciones reales, al obtener soluciones cerradas
de la política de ejercicio óptima del problema propuesto. En este contexto, el valor de la po-
lítica óptima para la inversión, a lo largo del tiempo, se obtiene como solución de la ecuación
diferencial estocástica (EDE) con condiciones de contorno adecuadas (Dixit y Pindyck, 1994;
Lambrecht, 2017) y para ciertos tipos de procesos estocásticos, aunque representa un nivel
de complejidad matemática mucho mayor. Este enfoque de soluciones basadas en la teoría
del control óptimo será presentado en el volumen 2.
3.3. Tipos de opciones reales
Las opciones reales se clasifican principalmente por el tipo de flexibilidad que ofrecen. Al ini-
cio de la sección 3.2 se mostraron algunos ejemplos de opciones reales simples como: diferir,
expandir, contraer o abandonar. Sin embargo, estos no son los únicos tipos de flexibilidad que
existen, además de estas opciones, se encuentran opciones reales un poco más sofisticadas,
tal es el caso de las opciones de cambio (entre procesos o métodos de producción, uso de
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Tabla 4.1: Supuestos del proyecto (Mina de oro)
Duración del proyecto (años) 6
Producción anual (oz) 125.000
Precio actual (USD/oz) 1.294
Costo unitario (USD/oz) 650
Costos fijos (millones) 12,5
Tasa de descuento (%) 15
Inflación (%) 3
Tasa impositiva (%) 34
Tasa de conveniencia (%) 2,5
Fuente: elaboración propia.
Se asume que los costos de explotación del metal y los costos fijos crecerán a la tasa de
inflación del sector (3%). Además, se sabe que el precio actual del oro es de 1.294 (USD/oz)
y el costo (unitario) de explotación es de 650 (USD/oz). Para las proyecciones del precio oro,
se tomó la información histórica anual del precio spot (S) desde el año 1980 y se utilizó un
modelo de regresión lineal tomando el logaritmo natural de este (x = ln(S)) y su primer
rezago (en t − 1), similar a Miranda, Brandão y Lazo (2017), de la siguiente forma.
ln(St) = c + b ln(St−1) +  (4.23)
Los resultados de la regresión lineal muestran que la pendiente del modelo (b = 1,0028) es
significativa e implica que el precio del oro en el momento t − 1 influye en el precio en t10.
Con estos parámetros se hace la respectiva proyección para los próximos seis años.
Tabla 4.2: Proyección del precio spot del oro
Año 1 Año 2 Año 3 Año 4 Año 5 Año 6
1.324,16 1.354,06 1.384,73 1.416,18 1.448,43 1.481,52
Fuente: elaboración propia.
A partir de estos supuestos, se presentan las proyecciones del modelo financiero. La tabla 4.3
resume la información principal.
Como resultado, se encuentra que el proyecto presenta un VPN de $10,8 millones (VPN > 0),
es decir, el proyecto de minería es financieramente viable. Sin embargo, cabe recordar que
su viabilidad depende fuertemente del precio del oro. Ahora, si se contempla una opción de
espera hasta encontrar un escenario adecuado para invertir por un periodo de 2 años (T = 2),
en este contexto, se considera solo una fuente de incertidumbre, el precio del oro, el cual se
10 Para ello, se encuentra que el estadístico t prueba la significancia estadística del parámetro (estadístico
t = 24,6) de pendiente al igual que el p-value (p = 0,0000). De igual forma, se encuentra que el modelo de
regresión presenta un R2 = 0,94.
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tecnologías, etc.), las opciones compuestas (opción sobre opción), las opciones con múltiples
fuentes de incertidumbre, entre otras. Todas estas opciones pueden existir naturalmente en
cada proyecto de inversión, o pueden incorporarse en función del grado de flexibilidad que
permitan.
3.3.1. Opción de espera (o diferir)
La opción de espera (o de diferir la inversión) proporciona a su propietario el derecho de
invertir en un proyecto en una fecha posterior, es decir, se tiene la opción de retrasar el
inicio del proyecto con un precio de ejercicio (K) igual al monto invertido. La empresa o los
inversionistas tomarán la decisión de esperar un tiempo determinado si el VPN del proyecto
es negativo o si la incertidumbre futura es muy alta. Siempre que las condiciones del mercado
sean favorables, por ejemplo, que se presente una subida fuerte del precio o un aumento de
la demanda, ellos decidirán emprender el proyecto, de lo contrario, lo mejor es esperar por
un tiempo determinado. Esta opción de espera tiene la forma de una opción call americana,
dado que el proyecto se pondrá en marcha si el valor que aporta en un momento determinado
(Vt) es mayor a la inversión requerida, es decir, solo si Vt > K. Su función de pagos (payoff )
viene dada por la ecuación (3.2)
OResperar = max(Vt − K; 0) (3.2)
Cabe resaltar que las opciones de espera aportan más valor en aquellos proyectos en los que
se cuenta con derechos de explotación, derechos de propiedad exclusivos y donde las barreras
de entrada son altas, por lo que el tiempo de espera del proyecto no se enfrenta a escenarios
de erosión o pérdida de ingresos por la competencia3.
Ejemplo 3.1
La empresa minera ABC tiene un proyecto de explotación de una mina de plata con una
producción potencial de 8,5 millones de onzas de este metal para un periodo de 3 años.
El proyecto requiere una inversión total de $58 millones, mientras el valor presente de sus
flujos de caja libre (VP) para este periodo se estima en $51 millones, es decir, el proyecto
presenta un VPN negativo ($-7). La volatilidad anual del proyecto se estima en un 35%.
Esta alta volatilidad refleja en gran parte la alta incertidumbre asociada al precio del metal,
principalmente, por la fuerte caída que ha presentado este en los últimos años. Sin embargo,
la empresa cuenta con las licencias de explotación que le permiten esperar un periodo de
tiempo considerable para iniciar la actividad extractiva cuando se presente nuevamente un
incremento en el precio del metal. Se desea conocer el valor de la opción real de espera por
3 Sin embargo, se debe tener presente que estos derechos exclusivos o licencias de explotación no son
permanentes, de forma que si se toma la decisión de espera porque el valor generado por el proyecto no es
atractivo, o es inferior a la inversión, se pueden presentar pérdidas potenciales por cada año que pasa al retrasar
el proyecto, lo cual hace que el valor total de los activos sea menor. De igual forma, si la empresa no cuenta con
estos derechos exclusivos, cualquier espera puede llevar a una pérdida de mercado y, por ende, de valor, si la
competencia toma cualquier decisión estratégica de forma anticipada.
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Así, la volatilidad del flujo de caja es la misma que la volatilidad de los ingresos, y es inde-
pendiente de la constante λ, dado que Ft = λSt. Ahora, como el valor del proyecto (V ) viene






E[Ft] = F0 eαtdt (4.18)
y la relación entre Vt y Ft, está dada por
Vt =
Ft
α − μ (4.19)
Se tiene que
dV = μ Ft
α − μdt + σS
Ft
α − μdW (4.20)
Entonces, el proceso estocástico del proyecto puede ser descrito como
dV = μ V dt + σSV dW (4.21)
La ecuación (4.21) muestra que la volatilidad del proyecto es la misma que la volatilidad
de los flujos, la cual a su vez es la misma de la fuente de incertidumbre, es decir, de los
ingresos. Además, los autores extienden esta aplicación para un proyecto que incorpora cos-
tos fijos (W )9, en el que también es posible encontrar una expresión analítica, pero ahora, la
volatilidad se ajusta en una proporción determinada por la ecuación (4.22)
σV =
V0 + W0 + W0/μ
V0
× σS (4.22)
donde: el término W0 representan el valor presente de los costos fijos y W/μ su valor a
perpetuidad. Esta estimación es denominada por los autores como volatilidad no sesgada.
Siguiendo los trabajos de Davis (1998), Costa-Lima y Suslick (2006) y Brandão et al. (2012),
se presenta a continuación un ejemplo para contextualizar la aplicación de los modelos de es-
timación.
Ejemplo 4.2
La empresa ABC tiene un proyecto de explotación de una mina de oro con una producción
potencial anual de 125.000 onzas (oz). Se espera extraer el mineral en pozos abiertos con-
vencionales durante una vida útil de seis años. Se espera que la inversión total de la mina
ascienda a $125 millones (USD). La tasa impositiva que aplica para el proyecto es del 34%
y la tasa de descuento de la empresa (WACC) es el 15%. Finalmente, la tasa de conveniencia
es del 2,5% y la tasa libre de riesgo del 4%. La tabla 4.1 presenta los supuestos del proyecto.
9 Incluyendo su valor a perpetuidad.
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un tiempo de 3 años y el VPNA del proyecto, si se sabe que la tasa libre de riesgo es del 5%
anual.
Con la información anterior se tiene:
Subyacente (V P ): $51 millones
Precio de ejercicio (K): $58 millones
Vencimiento (T ): 3 años
Volatilidad (σ): 35%
Tasa libre de riesgo (r): 5%
El primer paso comprende el cálculo de los parámetros intermedios del modelo: u, d, qu y qd,









1,4191 − 0,7047 = 0,4852
qd =
1,4191 − e0,05×1
1,4191 − 0,7047 = 0,5148
Con estos parámetros, se construye árbol binomial del subyacente y, mediante la función de
pagos (ecuación (3.2)) se construye el árbol de la opción real.
















b) Árbol de la opción real
Fuente: elaboración propia.
El resultado del segundo árbol refleja el valor de la opción real equivalente a $15,16 millones.
Retomando el valor del proyecto sin flexibilidad (VPN=$-7), se encuentra que el valor del
proyecto con flexibilidad (VPNA) es
VPNA = $ − 7 + $15,16 = $8,16
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la volatilidad del proyecto, considerando no solo el precio, sino también otros componentes
del flujo de caja como los costos operativos, impuestos, inflación, entre otros, así como las
correlaciones entre estos. En su aplicación, para un proyecto de explotación de una mina de
oro, ellos asumen que tanto el precio del metal (S) como los costos operativos (C) siguen
procesos del tipo MGB correlacionados.
dS = μS S dt + σS S dW (4.12)
dC = μC C dt + σC C dW (4.13)
donde: μS , μC , σS y σC corresponden a las tasas de deriva y volatilidades del metal y de
los costos operativos, respectivamente. Además, al asumir dinámicas propias para el precio
del metal y los costos operativos, así como sus valores esperados, ellos encuentran que la











































Al igual que en Davis (1998), K representa tasa de producción anual, gC el límite de corte
(cut-off grade), α es la tasa de descuento y G es la tasa impositiva.
Finalmente, Brandão et al. (2012) extienden los modelos anteriores, de Davis (1998) y de
Costa-Lima y Suslick (2006), para encontrar una relación directa entre la principal fuente de
incertidumbre y valor del proyecto: si el valor del proyecto (V ) cuenta con una sola fuente
de incertidumbre (S), por ejemplo, sus ingresos, mientras que sus costos representan una
proporción fija de estos (cS), se puede encontrar una expresión analítica de su volatilidad. Si
S sigue un proceso estocástico del tipo MGB
dS = μS S dt + σS S dW (4.15)
entonces, el flujo de caja del proyecto (F ) en un momento t representa una diferencia entre
los ingresos y los costos
Ft = St − cSt = λSt
donde: λ = 1 − c y c < 1. De esta forma, por lema de Itô, ellos demuestran que Ft también
sigue un proceso del tipo MGB, con los mismos parámetros de St.
dF = μ F dt + σSF dW (4.16)
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Por tanto, la presencia de esta flexibilidad mejora sustancialmente el resultado del proyecto, al
incrementar su valor a $8,16, es decir, la opción de espera mejora su resultado y lo convierte
en una iniciativa viable para su puesta en marcha. Para ello, la empresa debe mantener abierta
la opción e invertir al tercer año, pero solo en los dos nodos superiores (valores mayores
de cero), de lo contrario, no se recomienda el desarrollo del proyecto. Cabe tener presente
que este análisis tiene un alcance e implicaciones importantes debido a algunos supuestos
restrictivos. Por ejemplo, es claro que el valor de la opción real depende de los parámetros
utilizados en su aplicación, que dependen de la volatilidad, e inciden en el resultado obtenido.
Además, se asume que el monto de la inversión no cambia a lo largo del vencimiento de la
opción, lo cual en la práctica no siempre es cierto.
3.3.2. Opción de expandir
La opción de expandir es común en aquellas empresas que tienen oportunidades de alto cre-
cimiento, especialmente en periodos de auge en la economía. Un proyecto de inversión puede
presentar un VPN (sin flexibilidad) bajo o incluso negativo, sin embargo, si existen oportu-
nidades de crecimiento, la opción de expandir puede incrementar su valor de forma signifi-
cativa4. En un escenario con estas características, la empresa puede ampliar la capacidad del
proyecto en una proporción η, para lo cual deberá asumir una inversión adicional (Iexp), con-
siderada como su precio de ejercicio. Como resultado, la empresa encontrará un incremento
significativo de su valor presente (Vt). Además, la opción se ejercería si el valor esperado
resultado de la inversión (Vt(1 + η) − Iexp) es mayor que Vt, es decir: Vt(1 + η) − Iexp > Vt.
Esta opción de expansión presenta una estructura similar a una opción call de tipo americana
que puede ejercerse en un periodo de tiempo determinado, por ejemplo, cuando las condicio-
nes del mercado mejoran o se identifican oportunidades de crecimiento. Su función de pagos
(payoff ) viene dada por la ecuación (3.3).
ORexp = max(Vt; Vt(1 + η) − Iexp) (3.3)
De forma alternativa, también se puede usar la ecuación (3.4)
ORexp = Vt + max(Vt(1 + η) − Iexp; 0) (3.4)
Con la diferencia de que esta última permite obtener directamente el VPNA, es decir, el VPN
total o con flexibilidad.
Ejemplo 3.2
La empresa ABC desea abrir un nuevo local en la ciudad, sin embargo, no está segura del
éxito de esta operación. Para ello, decide realizar inicialmente una inversión relativamente
pequeña que consiste en montar un pequeño hipermercado con el objetivo de no arriesgarse
totalmente. Se entiende esta primera decisión de inversión como el proyecto original o el
4 El valor adicional que provee esta estrategia se identifica en las sinergias que se producen a través de las
economías de escala o economías de alcance (Smit, 2005) y el aumento del tamaño de la empresa consolidada.
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como V (S, t), de acuerdo con Brennan y Schwartz (1985). De esta forma, como V = V (S, t),

























Además, como la ecuación (4.5) es un proceso del tipo MGB, entonces la ecuación (4.7)





























Ahora, como los cambios del precio del producto vienen dados por la ecuación (4.6), la
ecuación (4.10) puede ser representada como





σS = ε σS (4.11)




> 0 se puede interpretar como la elasticidad precio del valor del proyecto,
es decir, una medida de sensibilidad del valor del proyecto a los cambios en el precio del




















Aquí, K representa la capacidad del proyecto (producción anual), G es la tasa impositiva,
C es el costo unitario de producción, π la tasa de inflación y δS la tasa de conveniencia.
Como resultado, Davis (1998) encuentra que la volatilidad del proyecto está directamente
relacionada con la volatilidad del precio del producto, vía un término de elasticidad positiva:
σV = ε σS .
Propuestas similares a esta se encuentran en Costa-Lima y Suslick (2006) y en Brandão, Dyer
y Hahn (2012). Costa-Lima y Suslick (2006) extienden el trabajo de Davis (1998) al estimar
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proyecto sin flexibilidad. Ahora, si esta operación resulta exitosa, la empresa realizará una
fuerte inversión adicional para montar nuevos hipermercados y así alcanzar la participación
que considera adecuada en el mercado.
El montaje del pequeño hipermercado implica una inversión de $55 millones, la cual le per-
mitirá obtener un valor presente de $45 millones con una volatilidad anual del 35%. La
aplicación del modelo tradicional permite encontrar un VPN negativo (VPN=$-10 millones).
Si los ejecutivos de la empresa identifican que es favorable ampliar su negocio, aumentarán
su participación luego de haber iniciado sus operaciones y se contempla para los próximos
tres años. Esta inversión adicional se estima en $150 millones adicionales que le permitirán
aumentar su valor tres veces. Aquí se identifica un factor de expansión del 200%, en compa-
ración con el proyecto original. Además, se sabe que la tasa de interés libre de riesgo es del
4,5% anual. Con esta información se desea estimar el valor de la opción real de expansión.
Esta última se considera como una opción tipo americana.
A partir de esta descripción se tiene:
Subyacente (VP): $45 millones
Inversión adicional (Iexp): $150 millones
Vencimiento (T ): 3 años
Volatilidad (σ): 35%
Tasa libre de riesgo (r): 4,5%
Factor de expansión: 200%
Con esta información se calculan los parámetros intermedios del modelo: u, d, qu y qd. Para









1,4191 − 0,7047 = 0,4778
qd =
1,4191 − e0,045×1
1,4191 − 0,7047 = 0,5222
De igual forma, se estima un factor de descuento (e−0,045×1 = 0,9560) que se utilizará para
descontar el valor de la opción real en cada nodo del árbol hasta llegar a t = 0.
Como resultado se encuentra que el valor de la opción real de expansión es de $35,46 millones
y el valor del proyecto con flexibilidad (VPNA), es decir, con opción real de expansión, es
VPNA = $ − 10 + $35,46 = $25,46
Como se observa, la diferencia es sustancial, la presencia de esta flexibilidad le permite agre-




1,8 − 0,6 = 0,62






Árbol de la opción real de espera
Como resultado, se obtiene que el valor que aporta la opción de espera es de $29,3 millones,
por tanto, se encuentra que el valor total del proyecto, es decir, el VPN total, asciende a $24,3
millones. La incorporación de esta flexibilidad convierte la oportunidad de inversión en una
alternativa viable para la empresa, a diferencia de lo indicado en el modelo tradicional de
valoración.
4.2. Estimación analítica de la volatilidad
Como propuesta para formalizar la estimación de la volatilidad del proyecto de inversión y,
basado en los trabajos de enfoque anterior, Davis (1998) relaciona la volatilidad del producto
final con la volatilidad total del proyecto y obtiene así una estimación que se puede represen-
tar de forma analítica, a partir de la ecuación diferencial estocástica de Black-Scholes. Para
ello, el autor asume que el precio del producto generado en el proyecto de inversión sigue un
proceso de difusión del tipo MBG, al igual que el valor presente del proyecto, y ambos están
fuertemente vinculados mediante una medida de sensibilidad.
Si el valor del proyecto V sigue un proceso del tipo
dV = μV (V, t) dt + σV (V, t) dW (4.5)
donde: μV y σV son las tasas de deriva y volatilidad del proyecto, mientras dW denota un
proceso estándar de Wiener. Además, si el precio del producto (S) sigue el mismo proceso,
se tiene
dS = μS (S, t) dt + σS (S, t) dW (4.6)
donde: μS y σS ahora corresponden a las tasas de deriva y volatilidad del producto. Ahora,
como el valor del proyecto V depende de S, entonces el valor del proyecto puede ser escrito
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b) Árbol de la opción real
Fuente: elaboración propia.
ello, la empresa debe mantener abierta la opción de expansión durante el periodo de análisis,
y ejercerla cuando la incertidumbre se resuelva, es decir, cuando encuentre las condiciones
favorables. Lo anterior implica que la toma de decisión debe ser estado-contingente o se debe
realizar dependiendo del estado de naturaleza que presente. El área señalada del árbol de la
opción real muestra aquellos nodos en los que se identifica el ejercicio de la opción, es decir,
se recomienda expandir la capacidad del proyecto.
De igual forma, se debe tener presente que esta decisión requiere que la empresa tenga acceso
libre a los recursos necesarios para realizar la expansión, cuando encuentre un escenario
favorable para ello.
3.3.3. Opción de contraer
La opción de contraer un proyecto de inversión proporciona a su propietario el derecho a re-
nunciar a una parte del mismo a cambio de un ahorro (el precio de ejercicio). En un escenario
contrario a la opción de expandir, la empresa puede encontrar incentivos para reducir su ca-
pacidad de producción o tamaño, en el orden de un factor de contracción γ, si las condiciones
del mercado resultan ser peores que las esperadas. En este caso, la empresa decide reducir su
escala hasta cierto nivel para garantizar su continuidad.
La opción de contraer puede ser muy útil cuando los resultados de la apertura de una nueva
marca, producto o línea no alcanzan el grado de aceptación esperado. Esta opción real puede
verse como una opción tipo put americana que puede ejercerse en un periodo de tiempo
determinado, con un precio de ejercicio igual al ahorro potencial de los costos (N) y, su
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millones y se espera un crecimiento del 80% y un descenso de un 40% para cada año. De esta
forma, el valor presente, por ejemplo al final del primer año, puede alcanzar $180 millones si
el precio del petróleo sube a $86,4 (USD) o cae a $60 millones si el precio del petróleo cae a
$28,9 (USD). Además, se tiene que la tasa de descuento es del 20% (WACC de la empresa).
La relación (par) del valor del proyecto y del precio del petróleo se presenta a continuación.

































V d2 = 108
Sd2 = 51,84
V u2 = 324
Su2 = 155,52
V d2 = 36
Sd2 = 17,28
El valor presente (esperado) del proyecto, de $100 millones, se obtiene al descontar los dos
posibles resultados para cada t descontados a la tasa (20%): V0 = (0,5 × $180 + 0,5 ×
$60/1,2); el cual, al restar el valor de la inversión refleja un resultado inviable para el proyec-
to: V PN = $100 − $105 = $ − 5 (< $0).
Esto se presenta en ausencia de flexibilidades estratégicas sobre el proyecto de inversión, lo
cual representa nuevamente una limitación del modelo tradicional. Sin embargo, dada la alta
incertidumbre asociada a precio del petróleo y, por tanto, del valor del proyecto, se contempla
una opción de espera (diferir la inversión) hasta encontrar un escenario adecuado, determi-
nado por una subida en el precio del petróleo. Esta flexibilidad se evalúa por un periodo de
2 años. Ahora, el proyecto con opción real (de esperar) se valora utilizando probabilidades
riesgo-neutral y la tasa libre de riesgo, que se asume es igual a r = 5 %, adoptando la función
de pagos correspondiente: OResperar = max(Vt − I0; 0), donde se asume que la inversión
(I0) no cambia a lo largo del periodo. Con los factores crecimiento y caída del subyacente:
u = 1,8 y d = 0,6 respectivamente, se encuentra que las probabilidades qu y qd son:
qu =
e0,05×1 − 0,6
1,8 − 0,6 = 0,38
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función de pagos (pay-off ) viene dada por la ecuación (3.5)
ORcontraer = max(Vt; Vt(1 − γ) + N) (3.5)
El siguiente ejemplo permite ilustrar la aplicación de una opción de contraer la escala de pro-
ducción de un proyecto.
Ejemplo 3.3
La empresa petrolera ABC tiene un proyecto de explotación de un pozo. Este proyecto está
valorado (tiene un VPN) en $30 millones como resultado de realizar una inversión por valor
de $50 millones. Este primer resultado describe el proyecto original (sin flexibilidad). La alta
incertidumbre que ha generado la caída reciente del precio internacional del petróleo y su
alta volatilidad han llevado a la empresa a considerar una opción de contracción, con la cual
podrá reducir la capacidad de producción del pozo. Esta opción puede ser ejercida durante
los próximos tres años. Para ello, la petrolera puede reducir su capacidad de producción en
un 40% si los precios del petróleo continúan su tendencia a la baja, y obtener con ello un
ahorro en sus costos directos por valor de $15 millones anuales. La volatilidad del proyecto
se estima en un 28%, y se sabe que la tasa de interés libre de riesgo es del 5%. Con esta
información se desea estimar el valor de la opción real de contraer.
A partir de esta descripción se tiene:
Subyacente (VPN): $30 millones
Ahorro (N ): $15 millones
Vencimiento (T ): 3 años
Volatilidad (σ): 28%
Tasa libre de riesgo (r): 5%
Factor de contracción: 40%
Con esta información, se calculan los parámetros intermedios del modelo: u, d, qu y qd. Para









1,3231 − 0,7558 = 0,5208
qd =
1,3231 − e0,05×1
1,3231 − 0,7558 = 0,4792
Con estos parámetros, se construye el árbol binomial del subyacente (VPN sin flexibilidad)
y, mediante la función de pagos (ecuación 3.5) se construye el árbol de la opción real.
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en el mercado. Por ejemplo, si la empresa está listada en bolsa, se puede tomar el precio de
la acción bajo el supuesto de que este se encuentra perfectamente correlacionado con el valor
del proyecto de inversión (Dixit y Pindyck, 1994; Trigeorgis, 1996; Amram y Kulatilaka,
1999).
Esta propuesta de estimación de la volatilidad ha sido ampliamente utilizada en las últimas
décadas, incluso hoy en día, especialmente por aquellos practicantes y teóricos que buscan
esquemas analíticos de solución en la valoración con ayuda del control óptimo estocástico.
Gran parte de estas aplicaciones se han alcanzado gracias a los desarrollos propuestos por
Dixit y Pindyck (1994). Sin embargo, esta propuesta no está libre de críticas y limitaciones.
Particularmente, Copeland y Antikarov (2001) afirmaron que la búsqueda del activo (proxy o
gemelo) cuyos pagos, en todos los estados de naturaleza, estén perfectamente correlacionados
con el valor del proyecto es difícil. Además, ellos encuentran que los proyectos de inversión,
generalmente, cuentan con múltiples fuentes de incertidumbre, las cuales afectan el resultado
futuro de los flujos de caja. Por tanto, el efecto de todas estas incertidumbres debería quedar
representado en la estimación de la volatilidad. Generalmente, las principales incertidumbres
están relacionadas con el funcionamiento mismo del mercado, la tecnología, los cambios en
la regulación, entre otros.
En esta misma línea, Lewis et al. (2008) encontraron que las variables que influyen en la
volatilidad de un activo financiero suelen ser diferentes a las de un proyecto de inversión.
Asimismo, Haahtela (2006) afirma que en los proyectos de innovación tecnológica y de in-
vestigación y desarrollo (I+D) no es posible encontrar activos en el mercado que estén rela-
cionados con este, al tratarse de nuevos productos o desarrollos tecnológicos, así que utilizar
un activo proxy o gemelo para la estimación de la volatilidad implica limitaciones muy fuer-
tes.
A continuación, se presenta un ejemplo sencillo de aplicación bajo este enfoque siguiendo a
Trigeorgis (1996), aunque sin acudir a una solución mediante el control óptimo estocástico.
Ejemplo 4.1
La petrolera ABC tiene un proyecto de explotación con una inversión requerida (I0) de $105
millones y una producción potencial de más de 3.000 barriles diarios. Si S es el precio del
petróleo6 (activo gemelo) que se comercializa en el mercado internacional, y se asume que
este tiene las mismas características de riesgo, es decir, está perfectamente correlacionado
con el valor del proyecto de extracción7. Además, se asume que el valor del proyecto en
el futuro (Vt) solo puede subir (Vu) o caer (Vd) dependiendo del comportamiento del precio
internacional del petróleo y cada escenario tiene igual probabilidad de ocurrencia (pu = 0,5
y pd = 0,5) 8. Así, se encuentra un valor presente esperado (de los flujos de caja) de $100
6 Se toma como referencia el precio de los contratos futuros.
7 De forma alternativa, se puede asumir que el precio del petróleo está correlacionado con el precio de las
acciones que emite la empresa petrolera en el mercado bursátil.
8 pu = 0,5 y pd = 0,5 son probabilidades reales, también conocidas como probabilidades de mercado o
subjetivas.
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b) Árbol de la opción real
Fuente: elaboración propia.
A diferencia de la opción real de expandir, el árbol del subyacente se construyó ahora usando
el VPN, de esta forma, el resultado del segundo árbol refleja el VPN con flexibilidad (VPNA),
lo anterior indica que el valor de la opción real es
ORContraer = $33,38 − $30 = $3,38
Significa que la opción real de contraer aporta $3,38 millones. De igual forma, el área seña-
lada del árbol de la opción real muestra aquellos nodos en los que se identifica el ejercicio de
la opción, es decir, se recomienda contraer la capacidad del proyecto.
3.3.4. Opción de abandono
Esta opción proporciona a su propietario el derecho de vender, liquidar, cerrar, o simplemente
abandonar, un proyecto cuando las condiciones lo ameriten. Por ejemplo, si los ingresos
generados por la actividad del proyecto no son suficientes para cubrir los costos fijos, la mejor
decisión es abandonarlo. En este caso, se compara el resultado del valor del proyecto con un
determinado valor de salvamento o de liquidación (L). Al igual que la opción de contraer,
la de abandono es similar a una opción put americana que puede ejercerse en un periodo de
tiempo determinado. Su función de pagos (payoff ) viene dada por la ecuación (3.6)
ORabandonar = max(Vt;L) (3.6)
o, de forma alternativa
ORabandonar = Vt + max(L − Vt; 0) (3.7)
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valorar una opción de abandono en una mina. Para ello, los autores asumieron una relación
entre la tasa de conveniencia5 del commodity, y el precio del producto final, es decir, una rela-
ción entre el precio spot y el precio futuro del commodity y, de estos con los flujos de caja del
proyecto. Esto con el propósito de crear el portafolio replicante (autofinanciado) utilizando el
activo libre de riesgo y los contratos de futuros, el cual permite replicar el valor del proyecto.
Si el precio spot del commodity sigue un proceso estocástico del tipo MGB, se tiene
dS
S
= μS dt + σS dW (4.2)
donde: μS y σS corresponden a la tasa instantánea de retorno (deriva) y su volatilidad, respec-
tivamente, mientras dW denota un proceso estándar de Wiener. Ahora, si la tasa de conve-
niencia (C(S, t)) es una función solo del precio spot actual y F (S, T ) representa el pre-
cio futuro en el momento t para la entrega de una unidad del commodity en el momen-
to T , entonces por lema de Itô, el cambio instantáneo del precio futuro viene dado por
dF = (−FT + 0,5FSSσ2 S2)dt + FSdS, al expresarse en términos de C(S, t), se encuentra
dF = FS [S(μS − r) + C]dt + FSSσSdW (4.3)
donde: r es la tasa de interés que se asume constante. Esta solución está sujeta a la condición
de frontera: F (S, 0) = S, la cual establece que el precio futuro es una función del precio spot
actual y el vencimiento. Además, los parámetros de la función de la tasa de conveniencia
pueden ser estimados directamente de la relación (proporcional) entre el precio spot y el
precio futuro, donde C(S, t) = cS.
Finalmente, Brennan y Schwartz (1985) asumieron que el valor de la mina depende de: el
precio actual del commodity (S), el inventario físico en la mina (producto final) (Q), el tiempo
(t) y la política de operación de la mina (φ), es decir
H = H(S,Q, t, φ) (4.4)
En este ámbito, el problema de valoración propuesto puede ser representado como un pro-
blema de control óptimo estocástico, donde, la naturaleza estocástica del precio del producto
final (commodity), y su relación con el precio futuro, determinan los parámetros del modelo
de valoración. Así, la existencia de un activo gemelo negociado en el mercado financiero,
como lo es el contrato de futuros, permite asumir las mismas características de riesgo con el
commodity y, a su vez, con el valor del proyecto de inversión (la mina). Esto implica asumir
que el precio del futuro está perfectamente correlacionado con estos y, por tanto, la volatilidad
del valor del proyecto se puede estimar con la información disponible en el mercado.
Esta primera aproximación fue adoptada por McDonald y Siegel (1986), Trigeorgis y Mason
(1987), Paddock, Siegel y Smith (1988), e incluso, es extendida a otros activos disponibles
5 Esta tasa de conveniencia representa la prima asociada con la posesión del bien básico (el físico) en lugar
de un contrato de futuros.
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Si L > Vt, lo mejor para la empresa es abandonar el proyecto. En este caso, es más atractivo
liquidar y vender los activos que continuar. La opción de abandono es importante en aquellos
proyectos que se desarrollan por fases como: investigación y desarrollo (I+D), proyectos de
exploración y explotación de recursos naturales, desarrollo de nuevos productos, y en fusio-
nes y adquisiciones. Cabe resaltar que un análisis adecuado de la opción de abandono debe
proporcionar, no solo la estimación del valor óptimo de abandono, sino también debe indicar
cuándo se ejerce la opción (Copeland y Antikarov, 2001). A continuación, se presenta un
ejemplo sencillo para ilustrar su aplicación.
Ejemplo 3.4
La empresa farmacéutica ABC quiere emprender un proyecto de investigación y desarrollo
(I+D) en su fase comercial, el cual está orientado a la producción de un nuevo medicamento.
Para ello, la empresa ha logrado resultados favorables en sus fases previas de investigación
y pruebas que se han reflejado en la consecución de una patente. La puesta en marcha de su
fase comercial implica realizar una inversión por valor de $150 millones que le permitirán
obtener un valor presente de $230 millones, es decir, le representa un VPN = $80 millones.
Sin embargo, la empresa sabe que el éxito del nuevo medicamento no es seguro, pero si
el proyecto no alcanza el resultado esperado puede abandonarlo. Esta decisión le permitiría
recuperar parte de los recursos invertidos como resultado de la venta de su patente a otras
empresas farmacéuticas que están interesadas en sus resultados. Estos recursos se estiman
hoy en $55 millones (valor de liquidación), pero la oferta no podrá extenderse por más de
tres años. La volatilidad del proyecto se estima en un 38%, y se sabe que la tasa de interés
libre de riesgo es del 5%. La empresa quiere estimar el valor de la opción de abandono y el
VPNA del proyecto.
Con la información anterior se tiene:
Subyacente (VPN): $80 millones
Precio de ejercicio (L): $55 millones
Vencimiento (T ): 3 años
Volatilidad (σ): 38%
Tasa libre de riesgo (r): 5%
El primer paso comprende el cálculo de los parámetros intermedios del modelo: u, d, qu y qd,









1,4623 − 0,6839 = 0,4720
qd =
1,4623 − e0,05×1
1,4623 − 0,6839 = 0,5280
78
Un proyecto presenta características propias a nivel técnico, financiero y de gestión, que
difícilmente lo vuelven comparable con otros o con el mismo portafolio de mercado.
El valor presente de la inversión depende del comportamiento futuro de múltiples fac-
tores o fuentes de incertidumbre.
Por tanto, la aplicación directa de los métodos usados en las opciones financieras no es ade-
cuada. Particularmente, la ecuación (4.1) tiene problemas e incluso muchas veces no puede
aplicarse. Como el activo subyacente está representado por el valor presente de los flujos de
caja, cuando este toma valores negativos no es posible obtener el rendimiento logarítmico3.
Como resultado, se encuentra una capacidad limitada en su aplicación y, por tanto, su uso
debe ser cuidadoso, como indica Trigeorgis (1996).
Un tratamiento adecuado de las opciones reales requiere superar estas dificultades, dada la
preocupación que surge por la estimación inadecuada del parámetro de volatilidad, lo cual
puede llevar a la toma de decisiones de inversión equivocadas. Por ejemplo, una estimación
de la volatilidad sesgada al alza genera un mayor valor de la opción y, por tanto, del VPN total
(o VPNA) y, ante este resultado, se puede recomendar adelantar la puesta en marcha de la
inversión, cuando la decisión correcta debería ser esperar mejores condiciones en el mercado
o, al contrario, aplazar la oportunidad desaprovechando las utilidades que se pueden obtener
de su inmediata ejecución.
La teoría de opciones reales ha abordado esta problemática desde diferentes enfoques4, de
los cuales se toman algunos que serán presentados a continuación. Cabe aclarar que no hay
un enfoque único para su estimación, lo cual ha generado un amplio campo de discusión sin
llegar a un consenso que permita justificar o validar un solo enfoque (Lewis et al., 2008).
También, muchos de estos presentan críticas, tanto en los supuestos como en su aplicación y,
algunos, llegan a sobrestimar el parámetro de volatilidad. Cabe tener presente que la falta de
un consenso nos lleva a adoptar un modelo u otro, dependiendo de la información disponible
y el alcance que se quiera tener en la valoración.
4.1. Volatilidad del activo subyacente proxy o activo gemelo
Las primeras aplicaciones del ROA surgieron en el área de inversiones en recursos naturales
debido a la disponibilidad de productos básicos o commodities comercializados, lo cual faci-
litó el acceso a la información de los precios, junto con la alta volatilidad de estos y largas
duraciones en el desarrollo de las inversiones. En este campo, Brennan y Schwartz (1985)
utilizaron por primera vez los precios de los contratos de futuros de un producto básico para
3 Lo mismo sucede cuando se toma como subyacente a los flujos de caja, conocido como método del retorno
logarítmico de flujos de caja (Mun, 2002): cuando los flujos son negativos su aplicación no es posible. Cabe
resaltar que el uso de los flujos de caja como subyacente no es recomendable: para su estimación se construye
el modelo de flujo de caja a partir de proyecciones en un periodo de tiempo determinado, generalmente 5, 10 o
20 años, sin embargo, con esta información la estimación del parámetro de volatilidad es sesgada.
4 Para más detalles ver Borison (2005).
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b) Árbol de la opción real
Fuente: elaboración propia.
Con estos parámetros, se construyen los árboles binomiales del subyacente (VPN sin flexibi-
lidad) y de la opción real de abandono.
El resultado del segundo árbol refleja el valor del VPN con flexibilidad (VPNA), lo anterior
indica que el valor de la opción real es
ORabandono = $84,5 − $80 = $4,5
Como resultado, el valor de la opción real de abandono es de $4,5 millones. De igual forma,
el área señalada del árbol de la opción real muestra aquellos nodos en los que se identifica el
ejercicio de la opción, es decir, se recomienda el abandono del proyecto al encontrar un valor
de $55 millones.
3.3.5. Opción de escoger
La posibilidad de escoger entre múltiples combinaciones de opciones simples en una sola
se conoce como opción real de escoger. Esta combinación de opciones, generalmente puede
darse entre las opciones de abandono, expansión y contracción. La opción de escoger permite
a su poseedor continuar con el proyecto en sus condiciones originales (Vt), mantener la op-
ción abierta o elegir cualquiera de las opciones de expandir, contraer o abandonar. Una gran
ventaja de esta opción es la posibilidad de elección que otorga. A diferencia de las opciones
anteriores, cuyas funciones de pago tomaban la forma de una opción call o put americana,
esta opción puede ser cualquiera de las dos; dependiendo de la elección que se realice, pue-
de considerarse una opción put si decide abandonar o contraer, o una opción call si decide
expandir. De esta forma, su función de pagos (pay-off ) viene dada por la ecuación (3.8)
ORescoger = max (Vt; Vt(1 + η) − Iexp; Vt(1 − γ) + N ; L) (3.8)
Capítulo 4
Estimación de la volatilidad
Al igual que en las opciones financieras, el modelo de valoración de opciones reales se basa en
el supuesto de que el activo subyacente, es decir, el valor presente de los activos de la empresa
o el valor presente del proyecto de inversión (V ), sigue un proceso estocástico del tipo MGB1,
y como parámetros de entrada se requieren: i) el valor presente del activo y/o proyecto (V0),
ii) el precio de ejercicio2, iii) la tasa de interés libre de riesgo (r), iv) el vencimiento de la
opción (T ), y v) la volatilidad (σ).
De estos parámetros, la volatilidad es el único que no puede ser observado directamente y re-
presenta un parámetro crítico del modelo de valoración, por lo que su estimación se convierte
en un verdadero reto en la aplicación del ROA. Mientras que en una opción financiera se
utilizan datos históricos del activo subyacente para estimar la volatilidad, la cual es estimada






(Rt − R¯) (4.1)
donde: Rt = ln(St/St−1) y R¯ representa el rendimiento esperado (promedio) a partir de una
muestra de datos de tamaño N .
De igual forma, si se cuenta con un mercado de opciones sobre el activo, se puede inferir la
volatilidad al invertir la fórmula de valoración BS para obtener su volatilidad implícita. Sin
embargo, en el caso de las opciones reales, su estimación presenta dificultades. Copeland y
Antikarov (2001) señalan que:
Al tratarse de activos no negociables, los proyectos de inversión carecen de un mercado,
por tanto, no se cuenta con datos históricos para su estimación.
1 Cabe resaltar que la aplicación del ROA ha sido posible gracias a la adaptación de los modelos de valora-
ción de opciones financieras: el modelo Back-Scholes-Merton (BSM) (Black y Scholes, 1973; Merton, 1973) y
el modelo Binomial (Cox et al., 1979).
2 En una opción real de invertir, por ejemplo, este representa el monto de la inversión (I).
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Esta función de pagos permite identificar en cada nodo del árbol el mayor valor de cada
opción que se puede ejercer. De esta forma se tiene
Vt > Vt(1 + η) − Iexp; Vt(1 − γ) + N ; L ⇒ continúa
Vt(1 + η) − Iexp > Vt; Vt(1 − γ) + N ; L ⇒ expande
Vt(1 − γ) + N > Vt; Vt(1 + η) − Iexp; L ⇒ contrae
L > Vt; Vt(1 + η) − Iexp; Vt(1 − γ) + N ⇒ abandona
Ejemplo 3.5
La empresa ABC tiene un proyecto valorado hoy en $1.000 millones (VPN) que permite
en cada nodo de decisión que cualquiera de las tres opciones simples (expandir, contraer o
abandonar) se ejerza durante los próximos 3 años, de acuerdo con los siguientes supuestos:
i) Expandir la escala del proyecto en un 20% con una inversión adicional de $180 millo-
nes.
ii) Contraer la escala de producción en un 40% con un ahorro de $420 millones.
iii) Abandonar con un valor de salvamento de $680 millones.
Además, se asume una volatilidad del 30% y una tasa de interés libre de riesgo del 5% anual.
Con la información anterior se tiene:
Subyacente (VPN): $1.000 millones
Vencimiento (T ): 3 años
Volatilidad (σ): 30%
Tasa libre de riesgo (r): 5%
Inversión adicional (Iexp): $180 millones
Factor de expansión: 20%
Ahorro (N ): $420 millones
Factor de contracción: 40%
Valor de salvamento (L): $680 millones









1,3499 − 0,7408 = 0,5097
qd =
1,3499 − e0,05×1
1,3499 − 0,7408 = 0,4903
Con estos parámetros se construye el árbol binomial del subyacente (VPN sin flexibilidad) y,
mediante la función de pagos (ecuación 3.8) se construye el árbol de la opción real.
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3.5. Alcance y limitaciones del enfoque de valoración
Hasta ahora se ha desarrollado una implementación directa del modelo de valoración de op-
ciones financieras en tiempo discreto, es decir, el modelo binomial, al asumir que los supues-
tos8 del modelo se cumplen perfectamente para las opciones reales. Es decir, el ejercicio de
valoración asume que es posible crear un portafolio tomando unidades del activo subyacente
y del activo libre de riesgo para replicar el valor de la opción.
Cabe resaltar que este enfoque de valoración es posible gracias a la eficiencia que presenta el
mercado de activos financieros y que se ve reflejada en la alta liquidez de estos, los cuales ga-
rantizan el cumplimiento de la condición de no arbitraje. Por tanto, en el mercado financiero
no se presentan oportunidades de arbitraje o, si estas existen, se eliminan rápidamente. Por
su parte, las opciones reales representan decisiones estratégicas (flexibilidades inherentes a
las diferentes alternativas de inversión) para hacer frente a la incertidumbre futura y, por ello,
carecen de un mercado propio, es decir, no son activos negociados. Este tipo de limitaciones
genera dificultades a la hora de aplicar un modelo de valoración, dado que generalmente no se
cuenta con información para estimar los parámetros. Sin embargo, esto no es algo para des-
cartar o rechazar el enfoque de valoración, además, gran parte de estas limitaciones pueden
superarse mediante los ajustes adecuados.
Al respecto, Copeland y Tufano (2004) proveen una fundamentación sólida y recomendacio-
nes para usar el ROA, gracias a la alta flexibilidad y la capacidad de adaptación que presenta
el enfoque de valoración. Cabe señalar que la complejidad misma del ROA recae, principal-
mente, en la falta de generalidad debido a la idiosincrasia de los proyectos de inversión y los
activos reales, es decir, cada decisión de inversión es diferente. Asimismo, la toma de deci-
siones de inversión requiere tener en cuenta las condiciones competitivas del mercado, y es
claro que todos los participantes que interactúan en él, también poseen opciones reales (Smit
y Trigeorgis, 2004).
En este contexto, la presión competitiva y el poder de mercado de algunos participantes pue-
den llevar a una erosión o pérdida de su valor. Superar esta última limitación nos puede llevar
a un marco completo de análisis y valoración. Por tanto, la toma de decisiones de inversión re-
quiere de una compleja evaluación y gestión óptima de opciones estratégicas que solo puede
abordarse con las herramientas analíticas adecuadas (Chevalier-Roignant y Trigeorgis, 2011).
La evaluación inicial de invertir o no, se puede adelantar mediante el ROA, pero este proceso
también requiere de la identificación y anticipación de las respuestas estratégicas de la com-
petencia. Un análisis adecuado bajo esta perspectiva exige una combinación del ROA y la
teoría de juegos, y comprende un nuevo marco de análisis denominado “Juegos de opciones
reales”. Este análisis será abordado más adelante.
8 Un supuesto importante en el modelo de opciones financieras es que no existen oportunidades de arbitraje.
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b) Árbol de la opción real
Fuente: elaboración propia.
Como resultado, el segundo árbol refleja el valor del VPN con flexibilidad (VPNA), lo ante-
rior indica que el valor de la opción real es
ORescoger = $1134,84 − $1000 = $134,84
Significa que la opción real aporta $134,84 millones. Para finalizar, las tres áreas señaladas
del árbol de la opción real muestran aquellos nodos en los que se recomienda cada decisión
óptima para el proyecto, es decir, expandir, contraer o abandonar.
3.3.6. Opción de cambio
Una opción de cambio le otorga a su propietario el derecho de cambiar entre diferentes mé-
todos (o tecnologías) de producción u operación. De esta forma, permite analizar el cambio
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Figura 3.12: Implementación del modelo de valoración
Fuente: adaptado de Copeland y Antikarov (2001).
por ejemplo: ingresos, costos, monto de la inversión, duración, entre otras, dependiendo del
enfoque que se adopte para su estimación. Si se toma el enfoque de estimación consolidada
de la volatilidad, estas incertidumbres son caracterizadas mediante funciones de distribución
de probabilidad hipotéticas que representan su aleatoriedad y proporcionan las entradas del
modelo para implementar la técnica de Monte Carlo. En su aplicación, el efecto conjunto de
todas las fuentes de incertidumbre se reduce a una única estimación que es captada por la
desviación estándar de los rendimientos logarítmicos del valor presente del proyecto. En el
capítulo 4 se presentan todos los detalles de la estimación en cada caso.
La estimación de la volatilidad del paso anterior proporciona el parámetro requerido para
encontrar los factores u, d y las probabilidades riesgo-neutral qu y qd que, conjuntamente,
caracterizan el comportamiento del valor del subyacente (valor presente de los flujos). A
partir de estos parámetros se implementa el modelo de valoración (el árbol binomial). En
este se identifica el comportamiento aleatorio del subyacente (valor presente del proyecto)
cuando este adquiere un mayor o menor valor. De igual forma, la opcionalidad en la toma
de decisiones de inversión se representa a través del modelo binomial a partir de los posibles
escenarios futuros en tiempo discreto, es decir, una vez que el proyecto se pone en marcha, la
empresa cuenta con la flexibilidad de adaptarlo durante su vida en respuesta a los escenarios
inciertos que se pueden presentar.
Finalmente, se realiza la valoración riesgo-neutral de la opción real. En el marco de aplicación
del modelo binomial se utiliza el principio de inducción hacia atrás para encontrar el valor
presente ampliado del proyecto (VPN con flexibilidad) en cada uno de los nodos del árbol y
se descuenta en cada paso utilizando la tasa de interés libre de riesgo hasta llegar al momento
t = 0. El valor resultante representa el VPNA, en el que se identifica el valor aportado por la
opción real al VPN sin flexibilidad del proyecto de inversión.
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de una instalación o una planta por otra, así como el uso de un insumo, un tipo de combusti-
ble o una fuente de energía alternativa, entre otros, buscando minimizar los costos incurridos
dentro del proceso de producción. La opción de cambio representa un tipo de opción com-
pleja que permite evaluar una ruta óptima ante diferentes alternativas y para cada estado de
naturaleza.
Esta opción se puede valorar como una opción call americana. Si la empresa se enfrenta a
dos métodos de producción, por ejemplo X o Y , la elección óptima requiere comparar el
valor presente de mantenerse en cada uno (VX o VY ) para cada estado de naturaleza, frente al
resultado de cambiarse al otro método teniendo en cuenta el costo incurrido en este cambio.
Siguiendo a Copeland y Antikarov (2001), la valoración requiere:
Escoger un método de producción en el estado inicial (X o Y).
Para cada nodo posterior, escoger entre seguir en el método inicial o cambiar al otro
método. Por ejemplo, si en el estado inicial escoge X, en un nodo posterior debe elegir
entre seguir en X o cambiar a Y al cubrir un costo Cxy. En caso de que escoja Y al
inicio, posteriormente debe elegir entre seguir en Y o cambiar a X con un costo Cyx.
De esta forma, la opción de cambio puede valorarse como una colección de opciones call
europeas con vencimientos a un año. Su función de pagos (payoff ) viene dada por
ORcambioXY = MAX (VX , VY − CXY ) (3.9)
ORcambioY X = MAX (VY , VX − CY X) (3.10)
Para comprender su utilidad e importancia, se considera el siguiente ejemplo, el cual ha sido
adaptado de Copeland y Antikarov (2001) con el propósito de desarrollar un proceso de va-
loración riesgo-neutral5.
Ejemplo 3.6
La empresa ABC tiene una planta de producción que opera actualmente con la tecnología
X (método de producción) y está considerando construir una nueva planta con el propósito
de atender la alta demanda que ha venido presentando en los últimos años. Sin embargo, la
empresa no está segura de si continúa usando la tecnología X, se pasa a una nueva tecnología
o invierte en una tecnología flexible Z, la cual permitirá combinar X y Y. La tecnología X
necesita el uso energía eléctrica para el funcionamiento de la maquinaria, mientras que Y
requiere el uso de gas natural para el funcionamiento de una planta interna de generación de
energía. Por su parte, la tecnología Z permite cambiar del método X a Y o, viceversa, siempre
que encuentre conveniente (más económico) alguno de ellos.
La necesidad de cambiar de una tecnología X a Y está determinada por el precio de la energía,
es decir, en aquellos escenarios donde el precio de la energía aumenta rápidamente. Un alto
5 A diferencia de Copeland y Antikarov (2001), quienes utilizan un método de valoración que combina pro-
babilidades reales y probabilidades riesgo-neutral, en este documento se propone una aplicación completamente
riesgo-neutral.
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b) Árbol de la opción real
Fuente: elaboración propia.
Nuevamente, se encuentra que esta flexibilidad inherente al proyecto de inversión aporta su-
ficiente valor para recomendar el desarrollo del proyecto al segundo año, si se presenta el
estado de naturaleza con mayor valor presente (nodo superior del árbol en t = 2). Por su
parte, en los demás tres nodos la recomendación es no invertir en este proyecto.
3.4. Implementación del modelo de valoración
A lo largo del capítulo, se ha realizado la valoración de las opciones reales al asumir que se
cuenta con toda la información para ello. Sin embargo, la valoración requiere de un desa-
rrollo paso a paso, con el objetivo de identificar y/o estimar toda la información necesaria
en este proceso. Aunque se identifican diferentes enfoques en su aplicación, se recomienda
la propuesta desarrollada por Copeland y Antikarov (2001), que consiste en un proceso que
consta de cuatro pasos y combina el uso del modelo binomial con la técnica de simulación de
Monte Carlo bajo el enfoque de valoración riesgo-neutral, como se muestra en la figura 3.12.
La implementación del modelo de valoración inicia con la estimación del VPN del proyecto
sin flexibilidad, es decir, la aplicación del modelo tradicional de valoración (paso 1). Este
primer paso implica un ejercicio de proyección de todas las variables que caracterizan al
proyecto de inversión y/o a la empresa, así como la construcción del modelo de flujo de caja
libre. Es necesario recordar que el criterio del VPN sugiere que un proyecto de inversión es
viable si el VPN > 0. Sin embargo, este resultado no incorpora el efecto de la incertidumbre
ni de sus flexibilidades.
El paso 2 involucra la estimación del parámetro más crítico en la aplicación del enfoque de
opciones reales: la volatilidad. Para ello, el modelo de valoración debe incorporar el efecto
de la fuente subyacente de incertidumbre o de las múltiples fuentes de incertidumbre como,
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precio de esta representará mayores costos para la empresa, razón por la cual decidirá hacer
un cambio a la generación propia de energía mediante el uso de la planta de gas. Sin embargo,
este cambio implica asumir un costo Cxy= $15. Cuando el precio de la energía vuelve a caer
estas turbinas se apagan, lo cual requiere conectarse nuevamente a la red de transmisión con
un costo equivalente a Cyx= $10. Para poder implementar este cambio en un momento t
determinado, la empresa deberá hacer las adecuaciones necesarias para su funcionamiento.
De esta forma, la inversión requerida por el método flexible (Z) es mayor a las inversiones
que requieren los métodos X o Y. Si la inversión en X o Y es de $100 millones, la inversión
en la tecnología Z asciende a $120 millones. Esta inversión se analiza por un periodo de 2
años.
Ahora, por simplicidad se asume que X y Y generan el mismo valor presente de los flujos
de caja ($100 millones), aunque la volatilidad de la tecnología X es mayor, dado el compor-
tamiento que presenta el precio de la energía. Esta volatilidad asciende a un 30%, mientras
la volatilidad asociada al uso de la tecnología Y es del 10%. A continuación se resume la
descripción anterior.
Tecnología X Tecnología Y
Inversión: $100 $100
CF1: $100 $100
Costo de cambio: Cxy: $15 Cyx: $10
σ: 30% 10%
Si la tasa de descuento (WACC) es del 12% y la tasa libre de riesgo es 5%, la empresa
desea saber cuál es la mejor tecnología para implementar en su planta. Los siguientes árboles
representan los dos métodos de operación. A diferencia de los árboles binomiales de los














Dada esta información, se procede a calcular el valor presente de los flujos de caja esperados
para cada tecnología de acuerdo con la información contenida en cada árbol. Para ello, se
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3.3.8. Valoración con cambios en la volatilidad
Hasta ahora se han realizado ejercicios de valoración para diferentes tipos de opciones reales
simples y complejas bajo el supuesto de que la volatilidad se mantiene constante durante
el periodo de análisis y valoración. Este supuesto es consistente con el hecho de asumir un
proceso estocástico del tipo MGB como modelo de comportamiento del subyacente, como lo
considera la teoría de opciones financieras. Además, este supuesto es razonable para aquellas
opciones sobre acciones negociadas con vencimientos a corto plazo, generalmente inferiores
a un año. Sin embargo, las opciones reales suelen tener plazos más largos. En este contexto,
la volatilidad puede cambiar con el paso del tiempo, cambios que se presentan debido a las
condiciones dinámicas de la economía, así como los fuertes choques de eventos mundiales,
especialmente en el mercado de commodities.
Aunque los modelos de valoración como la fórmula BS y el modelo binomial se han adaptado
para incorporar los cambios de volatilidad, el modelo binomial ofrece más flexibilidad para
su implementación. Cabe tener presente que si la volatilidad cambia de un periodo a otro, el
árbol binomial ya no presenta la propiedad de recombinación, lo cual vuelve el proceso de
valoración un poco más complejo.
Ejemplo 3.8
Consideremos el mismo ejemplo de la empresa minera ABC desarrollado en la opción de
diferir del ejemplo 3.1, solo que ahora este se avalúa para un periodo de 2 años, tiempo con-
siderable para esperar un incremento en el precio del metal que le permita iniciar la actividad
extractiva de forma rentable. Para este proyecto se requiere una inversión total de $58 mi-
llones y espera generar un valor presente de sus flujos de caja de $51 millones (VPN = $-7
millones). Además, se asume que la volatilidad del proyecto cambia para cada año, las cuales
se estiman en un 40% (σ1) para el primer año y 30% (σ2) para el segundo año. Finalmente,
se tiene una tasa libre de riesgo del 5% anual.
Ahora, el ejercicio de valoración requiere calcular los parámetros intermedios del modelo (u,













Con estos parámetros se construye árbol binomial no recombinante tanto para el subyacente
como para la opción real. Ahora, se encuentra que la opción real aporta un valor de $9,56
millones, de tal forma que el VPN del proyecto con flexibilidad (VPNA) es















asume que las probabilidades reales (o de mercado) son 0,5 para cada estado. De esta forma,
el VP para cada tecnología viene determinado de la siguiente forma:
Tecnología X:
En t = 1 (nodo 1): (182,2 × 0,5 + 100 × 0,5) e0,12×1 + 135 = 260,14
En t = 1 (nodo 2): (100 × 0,5 + 54,9 × 0,5) e0,12×1 + 74,1 = 142,8
En t = 0: (260,14 × 0,5 + 142,8 × 0,5) e0,12×1 + 100 = 278,7
Tecnología Y:
En t = 1 (nodo 1): (119,2 × 0,5 + 100 × 0,5) e0,12×1 + 109,4 = 206,9
En t = 1 (nodo 2): (100 × 0,5 + 83,5 × 0,5) e0,12×1 + 91,4 = 172,8
En t = 0: (206,9 × 0,5 + 172,8 × 0,5) e0,12×1 + 100 = 268,4
Además, el VPN para cada tecnología es:
V PNX = V PX − IX = 278,7 − 100 = 178,7
V PNY = V PY − IY = 268,4 − 100 = 168,4
A partir de este resultado se encuentra que el mejor método de producción (sin flexibilidad)
es el método X al presentar un mayor VPN: V PNX = $178,7 > V PNY = $168,4. Por
ahora, la mejor alternativa para la empresa está determinada a partir de este criterio. Sin
embargo, la implementación de un método flexible (tecnología Z) puede mejorar el resultado
para la empresa, al identificar el uso óptimo de ambas tecnologías (X y Y) para cada estado
de naturaleza, teniendo en cuenta que estos cambios requieren de unos costos Cxy y Cyx. La
opción de cambio significa que, si inicialmente escoge la tecnología X, la empresa tiene el
derecho de pasarse a la tecnología Y al asumir un costo Cxy. Como resultado de este cambio
obtiene el valor presente que proporciona tecnología Y: VY − Cxy, o viceversa. La figura 3.7
presenta los árboles binomiales para la valoración de la opción de cambio.
En el primer árbol se encuentra el valor presente del método flexible que consiste en iniciar
con la tecnología X y luego se escoge entre seguir en X o cambiar a Y. Para el segundo árbol
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Con estos parámetros, se construye el árbol binomial para valorar la opción compuesta. La
valoración de esta opción se divide en dos partes: i) se construye el árbol para el valor sub-
yacente y para la segunda opción (fase II) cubriendo todos los años de la vida de la opción
compuesta; ii) a partir de los resultados de la opción de la fase II, se toman sus dos primeros
años para valorar la primera opción.
Este segundo árbol (b) representa el valor de la opción de la fase II. Sin embargo, su interpre-
tación debe ser cuidadosa, dado que al implementar el proceso de inducción hacia atrás, este
árbol debe ir hasta el momento cero. De esta forma, dado que la fase I del proyecto representa
los dos primeros años, estos deben considerarse solo para la valoración de la opción asociada
a la primera fase. En este caso, solo durante los años 3 y 4 se puede considerar la posibilidad
de ejercicio de la opción (opción de tipo americana), mientras en los años 1 y 2, esta solo
refleja un estado de espera. El valor de $111,19 representa, por tanto, el valor de la segunda
opción (d).
De esta forma se han construido los árboles de las dos opciones (b y d). Sin embargo, debe
tenerse presente que se trata realmente de una opción compuesta por dos fases, por tanto, estas
deben incorporarse a un solo árbol de valoración. El árbol integrado de la opción compuesta
se presenta en la figura 3.10.










Fase I Fase II
Fuente: elaboración propia.
Como resultado, en este árbol final se integran las opciones de las dos fases del proyecto.
Los $68,42 millones se pueden interpretar como el valor de un proyecto que tiene un VP de
$310, el cual requiere efectuar dos inversiones por $60 millones en la primera fase (fase de
pruebas) y $310 millones en la fase de producción masiva.
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b) Inicia con la tecnología Y
Fuente: elaboración propia.
se muestra la misma lógica empezando con la tecnología Y. Los valores de cada árbol reflejan
una aplicación directa de los payoff de la opción (ecuaciones (3.9) y (3.10)). Al vencimiento
(t = 2) se tiene en los tres nodos
Inicia con la tecnología X
Nodo A: Max (182,2, 119,2 − 15) = 182,2 ⇒ sigue en X
Nodo B: Max (100, 100 − 15) = 100 ⇒ sigue en X
Nodo C: Max (54,9, 83,5 − 15) = 68,53 ⇒ cambia a Y
Inicia con la tecnología Y
Nodo A: Max (119,2, 182,2 − 10) = 172,2 ⇒ cambia a X
Nodo B: Max (100, 100 − 10) = 100 ⇒ sigue en Y
Nodo C: Max (83,5, 54,9 − 10) = 83,53 ⇒ sigue en Y
Ahora, en el ejercicio de inducción hacia atrás, se descuentan los valores finales a t = 1 y
t = 0, hasta obtener el valor de la opción de cambio de X ⇒ Y y Y ⇒ X . Para ello, el
payoff de la opción de cambio en cada caso permite comparar la continuidad en el método
inicial o la posibilidad de cambiar al otro. De esta forma se tiene,
ORcambioXY = $312,6
ORcambioY X = $327,6
Estos dos resultados se obtienen al implementar una tecnología flexible (Z), la cual requiere
de una inversión de $120 millones. Finalmente, se encuentra que el VPN con flexibilidad
(VPNA) de esta inversión en cada caso es
V PNcambioXY = $312,6 − $120 = $192,6
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d) Árbol de la opción fase I
Fuente: elaboración propia.
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V PNcambioY X = $327,6 − $120 = $207,6
Por tanto, la elección óptima para la empresa está determinada por el uso de la tecnología
flexible (Z), es decir, si invierte en el método de producción que permite la integración de las
dos tecnologías (X y Y), la cual proporciona el mayor VPN
V PNcambioXY = $207,6 > V PNcambioXY = $192,6 > V PNX = $178,7
De esta forma, se recomendaría a la empresa iniciar con la tecnología Y, después, revisar si
continúa con esta o cambia a X dependiendo del estado de naturaleza. El siguiente árbol de
eventos permite revisar esta ruta óptima a lo largo del periodo de análisis.










Los proyectos de investigación y desarrollo (I+D), al igual que los proyectos de infraestruc-
tura, generalmente requieren múltiples fases o etapas para su desarrollo. En cada una de estas
fases se evalúa la posibilidad de continuar el proyecto o abandonarlo, dependiendo del éxito
o fracaso de cada fase previa. Este tipo de proyectos con múltiples fases pueden evaluarse
como opciones compuestas.
El éxito de una primera fase permite llevar cabo la siguiente fase, el éxito de esta, a su vez,
hace posible poner en marcha la siguiente y, así sucesivamente, hasta terminar el proyecto.
Bajo esta lógica, se encuentra que cada fase puede verse como una opción, donde el ejercicio
de una genera la otra, es decir, su valor depende del valor de otra opción. Por ejemplo, el
desarrollo de nuevos productos generalmente cuenta con una fase de investigación, si esta
fase tiene éxito continúa con la fase de pruebas de mercado y, finalmente, si todo sale bien,
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se realiza su producción a gran escala6. En estos proyectos, si la fase previa resulta exitosa la
siguiente se lleva a cabo, de lo contrario el proyecto termina ahí. La valoración de este tipo
de proyectos se realiza como una opción secuencial7.
Ejemplo 3.7
La compañía farmacéutica ABC quiere emprender el proyecto de producción de un nuevo
medicamento, gracias a los resultados que ha alcanzado previamente en su campo de inves-
tigación y desarrollo (I+D), sin embargo, quiere estar segura del éxito que podrá alcanzar
con este nuevo producto. Para ello, la compañía espera adelantar una fase inicial de pruebas
antes de lanzarse a la producción masiva y comercialización del medicamento. Se estima que
esta primera fase requiere de una inversión de $60 millones con una duración máxima de dos
años. Si obtiene resultados favorables, la compañía puede emprender su fase de producción
masiva y comercialización con una inversión estimada de $280 millones. A partir del modelo
de FCD, se estima hoy un valor de $310 millones (VPN del proyecto). Si la volatilidad del
proyecto se estima en el 30% y la tasa de interés libre de riesgo es del 5%, estime el valor de
la opción compuesta para un periodo máximo de 4 años.
A partir de esta descripción se tiene:
Subyacente (VPN): $310 millones
Inversión fase 1 (Ifase 1): $60 millones
Vencimiento 1 (T1): 2 años
Inversión fase 2 (Ifase 2): $280 millones
Vencimiento 2 (T2): 2 años
Volatilidad (σ): 30%
Tasa libre de riesgo (r): 5%
Con esta información, se calculan los parámetros intermedios del modelo: u, d, qu y qd, con









1,3499 − 0,7408 = 0,5097
qd =
1,3499 − e0,05×1
1,3499 − 0,7408 = 0,4903
6 De igual forma, los proyectos de inversión en recursos naturales como petróleo, gas natural y metales, entre
otros, tienen múltiples fases. El petróleo, por ejemplo, cuenta con algunas pruebas en la etapa de exploración,
luego se inicia la perforación del pozo, luego viene la construcción de refinerías, tuberías e instalaciones de
almacenamiento.
7 A pesar de sus diferencias con las opciones simultáneas, su valoración es esencialmente igual, salvo pe-
queñas diferencias.
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V PNcambioY X = $327,6 − $120 = $207,6
Por tanto, la elección óptima para la empresa está determinada por el uso de la tecnología
flexible (Z), es decir, si invierte en el método de producción que permite la integración de las
dos tecnologías (X y Y), la cual proporciona el mayor VPN
V PNcambioXY = $207,6 > V PNcambioXY = $192,6 > V PNX = $178,7
De esta forma, se recomendaría a la empresa iniciar con la tecnología Y, después, revisar si
continúa con esta o cambia a X dependiendo del estado de naturaleza. El siguiente árbol de
eventos permite revisar esta ruta óptima a lo largo del periodo de análisis.
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d) Árbol de la opción fase I
Fuente: elaboración propia.
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b) Inicia con la tecnología Y
Fuente: elaboración propia.
se muestra la misma lógica empezando con la tecnología Y. Los valores de cada árbol reflejan
una aplicación directa de los payoff de la opción (ecuaciones (3.9) y (3.10)). Al vencimiento
(t = 2) se tiene en los tres nodos
Inicia con la tecnología X
Nodo A: Max (182,2, 119,2 − 15) = 182,2 ⇒ sigue en X
Nodo B: Max (100, 100 − 15) = 100 ⇒ sigue en X
Nodo C: Max (54,9, 83,5 − 15) = 68,53 ⇒ cambia a Y
Inicia con la tecnología Y
Nodo A: Max (119,2, 182,2 − 10) = 172,2 ⇒ cambia a X
Nodo B: Max (100, 100 − 10) = 100 ⇒ sigue en Y
Nodo C: Max (83,5, 54,9 − 10) = 83,53 ⇒ sigue en Y
Ahora, en el ejercicio de inducción hacia atrás, se descuentan los valores finales a t = 1 y
t = 0, hasta obtener el valor de la opción de cambio de X ⇒ Y y Y ⇒ X . Para ello, el
payoff de la opción de cambio en cada caso permite comparar la continuidad en el método
inicial o la posibilidad de cambiar al otro. De esta forma se tiene,
ORcambioXY = $312,6
ORcambioY X = $327,6
Estos dos resultados se obtienen al implementar una tecnología flexible (Z), la cual requiere
de una inversión de $120 millones. Finalmente, se encuentra que el VPN con flexibilidad
(VPNA) de esta inversión en cada caso es
V PNcambioXY = $312,6 − $120 = $192,6
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Con estos parámetros, se construye el árbol binomial para valorar la opción compuesta. La
valoración de esta opción se divide en dos partes: i) se construye el árbol para el valor sub-
yacente y para la segunda opción (fase II) cubriendo todos los años de la vida de la opción
compuesta; ii) a partir de los resultados de la opción de la fase II, se toman sus dos primeros
años para valorar la primera opción.
Este segundo árbol (b) representa el valor de la opción de la fase II. Sin embargo, su interpre-
tación debe ser cuidadosa, dado que al implementar el proceso de inducción hacia atrás, este
árbol debe ir hasta el momento cero. De esta forma, dado que la fase I del proyecto representa
los dos primeros años, estos deben considerarse solo para la valoración de la opción asociada
a la primera fase. En este caso, solo durante los años 3 y 4 se puede considerar la posibilidad
de ejercicio de la opción (opción de tipo americana), mientras en los años 1 y 2, esta solo
refleja un estado de espera. El valor de $111,19 representa, por tanto, el valor de la segunda
opción (d).
De esta forma se han construido los árboles de las dos opciones (b y d). Sin embargo, debe
tenerse presente que se trata realmente de una opción compuesta por dos fases, por tanto, estas
deben incorporarse a un solo árbol de valoración. El árbol integrado de la opción compuesta
se presenta en la figura 3.10.










Fase I Fase II
Fuente: elaboración propia.
Como resultado, en este árbol final se integran las opciones de las dos fases del proyecto.
Los $68,42 millones se pueden interpretar como el valor de un proyecto que tiene un VP de
$310, el cual requiere efectuar dos inversiones por $60 millones en la primera fase (fase de















asume que las probabilidades reales (o de mercado) son 0,5 para cada estado. De esta forma,
el VP para cada tecnología viene determinado de la siguiente forma:
Tecnología X:
En t = 1 (nodo 1): (182,2 × 0,5 + 100 × 0,5) e0,12×1 + 135 = 260,14
En t = 1 (nodo 2): (100 × 0,5 + 54,9 × 0,5) e0,12×1 + 74,1 = 142,8
En t = 0: (260,14 × 0,5 + 142,8 × 0,5) e0,12×1 + 100 = 278,7
Tecnología Y:
En t = 1 (nodo 1): (119,2 × 0,5 + 100 × 0,5) e0,12×1 + 109,4 = 206,9
En t = 1 (nodo 2): (100 × 0,5 + 83,5 × 0,5) e0,12×1 + 91,4 = 172,8
En t = 0: (206,9 × 0,5 + 172,8 × 0,5) e0,12×1 + 100 = 268,4
Además, el VPN para cada tecnología es:
V PNX = V PX − IX = 278,7 − 100 = 178,7
V PNY = V PY − IY = 268,4 − 100 = 168,4
A partir de este resultado se encuentra que el mejor método de producción (sin flexibilidad)
es el método X al presentar un mayor VPN: V PNX = $178,7 > V PNY = $168,4. Por
ahora, la mejor alternativa para la empresa está determinada a partir de este criterio. Sin
embargo, la implementación de un método flexible (tecnología Z) puede mejorar el resultado
para la empresa, al identificar el uso óptimo de ambas tecnologías (X y Y) para cada estado
de naturaleza, teniendo en cuenta que estos cambios requieren de unos costos Cxy y Cyx. La
opción de cambio significa que, si inicialmente escoge la tecnología X, la empresa tiene el
derecho de pasarse a la tecnología Y al asumir un costo Cxy. Como resultado de este cambio
obtiene el valor presente que proporciona tecnología Y: VY − Cxy, o viceversa. La figura 3.7
presenta los árboles binomiales para la valoración de la opción de cambio.
En el primer árbol se encuentra el valor presente del método flexible que consiste en iniciar
con la tecnología X y luego se escoge entre seguir en X o cambiar a Y. Para el segundo árbol
73
3.3.8. Valoración con cambios en la volatilidad
Hasta ahora se han realizado ejercicios de valoración para diferentes tipos de opciones reales
simples y complejas bajo el supuesto de que la volatilidad se mantiene constante durante
el periodo de análisis y valoración. Este supuesto es consistente con el hecho de asumir un
proceso estocástico del tipo MGB como modelo de comportamiento del subyacente, como lo
considera la teoría de opciones financieras. Además, este supuesto es razonable para aquellas
opciones sobre acciones negociadas con vencimientos a corto plazo, generalmente inferiores
a un año. Sin embargo, las opciones reales suelen tener plazos más largos. En este contexto,
la volatilidad puede cambiar con el paso del tiempo, cambios que se presentan debido a las
condiciones dinámicas de la economía, así como los fuertes choques de eventos mundiales,
especialmente en el mercado de commodities.
Aunque los modelos de valoración como la fórmula BS y el modelo binomial se han adaptado
para incorporar los cambios de volatilidad, el modelo binomial ofrece más flexibilidad para
su implementación. Cabe tener presente que si la volatilidad cambia de un periodo a otro, el
árbol binomial ya no presenta la propiedad de recombinación, lo cual vuelve el proceso de
valoración un poco más complejo.
Ejemplo 3.8
Consideremos el mismo ejemplo de la empresa minera ABC desarrollado en la opción de
diferir del ejemplo 3.1, solo que ahora este se avalúa para un periodo de 2 años, tiempo con-
siderable para esperar un incremento en el precio del metal que le permita iniciar la actividad
extractiva de forma rentable. Para este proyecto se requiere una inversión total de $58 mi-
llones y espera generar un valor presente de sus flujos de caja de $51 millones (VPN = $-7
millones). Además, se asume que la volatilidad del proyecto cambia para cada año, las cuales
se estiman en un 40% (σ1) para el primer año y 30% (σ2) para el segundo año. Finalmente,
se tiene una tasa libre de riesgo del 5% anual.
Ahora, el ejercicio de valoración requiere calcular los parámetros intermedios del modelo (u,













Con estos parámetros se construye árbol binomial no recombinante tanto para el subyacente
como para la opción real. Ahora, se encuentra que la opción real aporta un valor de $9,56
millones, de tal forma que el VPN del proyecto con flexibilidad (VPNA) es
VPNA = $ − 7 + $9,56 = $2,56
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precio de esta representará mayores costos para la empresa, razón por la cual decidirá hacer
un cambio a la generación propia de energía mediante el uso de la planta de gas. Sin embargo,
este cambio implica asumir un costo Cxy= $15. Cuando el precio de la energía vuelve a caer
estas turbinas se apagan, lo cual requiere conectarse nuevamente a la red de transmisión con
un costo equivalente a Cyx= $10. Para poder implementar este cambio en un momento t
determinado, la empresa deberá hacer las adecuaciones necesarias para su funcionamiento.
De esta forma, la inversión requerida por el método flexible (Z) es mayor a las inversiones
que requieren los métodos X o Y. Si la inversión en X o Y es de $100 millones, la inversión
en la tecnología Z asciende a $120 millones. Esta inversión se analiza por un periodo de 2
años.
Ahora, por simplicidad se asume que X y Y generan el mismo valor presente de los flujos
de caja ($100 millones), aunque la volatilidad de la tecnología X es mayor, dado el compor-
tamiento que presenta el precio de la energía. Esta volatilidad asciende a un 30%, mientras
la volatilidad asociada al uso de la tecnología Y es del 10%. A continuación se resume la
descripción anterior.
Tecnología X Tecnología Y
Inversión: $100 $100
CF1: $100 $100
Costo de cambio: Cxy: $15 Cyx: $10
σ: 30% 10%
Si la tasa de descuento (WACC) es del 12% y la tasa libre de riesgo es 5%, la empresa
desea saber cuál es la mejor tecnología para implementar en su planta. Los siguientes árboles
representan los dos métodos de operación. A diferencia de los árboles binomiales de los














Dada esta información, se procede a calcular el valor presente de los flujos de caja esperados
para cada tecnología de acuerdo con la información contenida en cada árbol. Para ello, se
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b) Árbol de la opción real
Fuente: elaboración propia.
Nuevamente, se encuentra que esta flexibilidad inherente al proyecto de inversión aporta su-
ficiente valor para recomendar el desarrollo del proyecto al segundo año, si se presenta el
estado de naturaleza con mayor valor presente (nodo superior del árbol en t = 2). Por su
parte, en los demás tres nodos la recomendación es no invertir en este proyecto.
3.4. Implementación del modelo de valoración
A lo largo del capítulo, se ha realizado la valoración de las opciones reales al asumir que se
cuenta con toda la información para ello. Sin embargo, la valoración requiere de un desa-
rrollo paso a paso, con el objetivo de identificar y/o estimar toda la información necesaria
en este proceso. Aunque se identifican diferentes enfoques en su aplicación, se recomienda
la propuesta desarrollada por Copeland y Antikarov (2001), que consiste en un proceso que
consta de cuatro pasos y combina el uso del modelo binomial con la técnica de simulación de
Monte Carlo bajo el enfoque de valoración riesgo-neutral, como se muestra en la figura 3.12.
La implementación del modelo de valoración inicia con la estimación del VPN del proyecto
sin flexibilidad, es decir, la aplicación del modelo tradicional de valoración (paso 1). Este
primer paso implica un ejercicio de proyección de todas las variables que caracterizan al
proyecto de inversión y/o a la empresa, así como la construcción del modelo de flujo de caja
libre. Es necesario recordar que el criterio del VPN sugiere que un proyecto de inversión es
viable si el VPN > 0. Sin embargo, este resultado no incorpora el efecto de la incertidumbre
ni de sus flexibilidades.
El paso 2 involucra la estimación del parámetro más crítico en la aplicación del enfoque de
opciones reales: la volatilidad. Para ello, el modelo de valoración debe incorporar el efecto
de la fuente subyacente de incertidumbre o de las múltiples fuentes de incertidumbre como,
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de una instalación o una planta por otra, así como el uso de un insumo, un tipo de combusti-
ble o una fuente de energía alternativa, entre otros, buscando minimizar los costos incurridos
dentro del proceso de producción. La opción de cambio representa un tipo de opción com-
pleja que permite evaluar una ruta óptima ante diferentes alternativas y para cada estado de
naturaleza.
Esta opción se puede valorar como una opción call americana. Si la empresa se enfrenta a
dos métodos de producción, por ejemplo X o Y , la elección óptima requiere comparar el
valor presente de mantenerse en cada uno (VX o VY ) para cada estado de naturaleza, frente al
resultado de cambiarse al otro método teniendo en cuenta el costo incurrido en este cambio.
Siguiendo a Copeland y Antikarov (2001), la valoración requiere:
Escoger un método de producción en el estado inicial (X o Y).
Para cada nodo posterior, escoger entre seguir en el método inicial o cambiar al otro
método. Por ejemplo, si en el estado inicial escoge X, en un nodo posterior debe elegir
entre seguir en X o cambiar a Y al cubrir un costo Cxy. En caso de que escoja Y al
inicio, posteriormente debe elegir entre seguir en Y o cambiar a X con un costo Cyx.
De esta forma, la opción de cambio puede valorarse como una colección de opciones call
europeas con vencimientos a un año. Su función de pagos (payoff ) viene dada por
ORcambioXY = MAX (VX , VY − CXY ) (3.9)
ORcambioY X = MAX (VY , VX − CY X) (3.10)
Para comprender su utilidad e importancia, se considera el siguiente ejemplo, el cual ha sido
adaptado de Copeland y Antikarov (2001) con el propósito de desarrollar un proceso de va-
loración riesgo-neutral5.
Ejemplo 3.6
La empresa ABC tiene una planta de producción que opera actualmente con la tecnología
X (método de producción) y está considerando construir una nueva planta con el propósito
de atender la alta demanda que ha venido presentando en los últimos años. Sin embargo, la
empresa no está segura de si continúa usando la tecnología X, se pasa a una nueva tecnología
o invierte en una tecnología flexible Z, la cual permitirá combinar X y Y. La tecnología X
necesita el uso energía eléctrica para el funcionamiento de la maquinaria, mientras que Y
requiere el uso de gas natural para el funcionamiento de una planta interna de generación de
energía. Por su parte, la tecnología Z permite cambiar del método X a Y o, viceversa, siempre
que encuentre conveniente (más económico) alguno de ellos.
La necesidad de cambiar de una tecnología X a Y está determinada por el precio de la energía,
es decir, en aquellos escenarios donde el precio de la energía aumenta rápidamente. Un alto
5 A diferencia de Copeland y Antikarov (2001), quienes utilizan un método de valoración que combina pro-
babilidades reales y probabilidades riesgo-neutral, en este documento se propone una aplicación completamente
riesgo-neutral.
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Figura 3.12: Implementación del modelo de valoración
Fuente: adaptado de Copeland y Antikarov (2001).
por ejemplo: ingresos, costos, monto de la inversión, duración, entre otras, dependiendo del
enfoque que se adopte para su estimación. Si se toma el enfoque de estimación consolidada
de la volatilidad, estas incertidumbres son caracterizadas mediante funciones de distribución
de probabilidad hipotéticas que representan su aleatoriedad y proporcionan las entradas del
modelo para implementar la técnica de Monte Carlo. En su aplicación, el efecto conjunto de
todas las fuentes de incertidumbre se reduce a una única estimación que es captada por la
desviación estándar de los rendimientos logarítmicos del valor presente del proyecto. En el
capítulo 4 se presentan todos los detalles de la estimación en cada caso.
La estimación de la volatilidad del paso anterior proporciona el parámetro requerido para
encontrar los factores u, d y las probabilidades riesgo-neutral qu y qd que, conjuntamente,
caracterizan el comportamiento del valor del subyacente (valor presente de los flujos). A
partir de estos parámetros se implementa el modelo de valoración (el árbol binomial). En
este se identifica el comportamiento aleatorio del subyacente (valor presente del proyecto)
cuando este adquiere un mayor o menor valor. De igual forma, la opcionalidad en la toma
de decisiones de inversión se representa a través del modelo binomial a partir de los posibles
escenarios futuros en tiempo discreto, es decir, una vez que el proyecto se pone en marcha, la
empresa cuenta con la flexibilidad de adaptarlo durante su vida en respuesta a los escenarios
inciertos que se pueden presentar.
Finalmente, se realiza la valoración riesgo-neutral de la opción real. En el marco de aplicación
del modelo binomial se utiliza el principio de inducción hacia atrás para encontrar el valor
presente ampliado del proyecto (VPN con flexibilidad) en cada uno de los nodos del árbol y
se descuenta en cada paso utilizando la tasa de interés libre de riesgo hasta llegar al momento
t = 0. El valor resultante representa el VPNA, en el que se identifica el valor aportado por la
opción real al VPN sin flexibilidad del proyecto de inversión.
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b) Árbol de la opción real
Fuente: elaboración propia.
Como resultado, el segundo árbol refleja el valor del VPN con flexibilidad (VPNA), lo ante-
rior indica que el valor de la opción real es
ORescoger = $1134,84 − $1000 = $134,84
Significa que la opción real aporta $134,84 millones. Para finalizar, las tres áreas señaladas
del árbol de la opción real muestran aquellos nodos en los que se recomienda cada decisión
óptima para el proyecto, es decir, expandir, contraer o abandonar.
3.3.6. Opción de cambio
Una opción de cambio le otorga a su propietario el derecho de cambiar entre diferentes mé-
todos (o tecnologías) de producción u operación. De esta forma, permite analizar el cambio
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3.5. Alcance y limitaciones del enfoque de valoración
Hasta ahora se ha desarrollado una implementación directa del modelo de valoración de op-
ciones financieras en tiempo discreto, es decir, el modelo binomial, al asumir que los supues-
tos8 del modelo se cumplen perfectamente para las opciones reales. Es decir, el ejercicio de
valoración asume que es posible crear un portafolio tomando unidades del activo subyacente
y del activo libre de riesgo para replicar el valor de la opción.
Cabe resaltar que este enfoque de valoración es posible gracias a la eficiencia que presenta el
mercado de activos financieros y que se ve reflejada en la alta liquidez de estos, los cuales ga-
rantizan el cumplimiento de la condición de no arbitraje. Por tanto, en el mercado financiero
no se presentan oportunidades de arbitraje o, si estas existen, se eliminan rápidamente. Por
su parte, las opciones reales representan decisiones estratégicas (flexibilidades inherentes a
las diferentes alternativas de inversión) para hacer frente a la incertidumbre futura y, por ello,
carecen de un mercado propio, es decir, no son activos negociados. Este tipo de limitaciones
genera dificultades a la hora de aplicar un modelo de valoración, dado que generalmente no se
cuenta con información para estimar los parámetros. Sin embargo, esto no es algo para des-
cartar o rechazar el enfoque de valoración, además, gran parte de estas limitaciones pueden
superarse mediante los ajustes adecuados.
Al respecto, Copeland y Tufano (2004) proveen una fundamentación sólida y recomendacio-
nes para usar el ROA, gracias a la alta flexibilidad y la capacidad de adaptación que presenta
el enfoque de valoración. Cabe señalar que la complejidad misma del ROA recae, principal-
mente, en la falta de generalidad debido a la idiosincrasia de los proyectos de inversión y los
activos reales, es decir, cada decisión de inversión es diferente. Asimismo, la toma de deci-
siones de inversión requiere tener en cuenta las condiciones competitivas del mercado, y es
claro que todos los participantes que interactúan en él, también poseen opciones reales (Smit
y Trigeorgis, 2004).
En este contexto, la presión competitiva y el poder de mercado de algunos participantes pue-
den llevar a una erosión o pérdida de su valor. Superar esta última limitación nos puede llevar
a un marco completo de análisis y valoración. Por tanto, la toma de decisiones de inversión re-
quiere de una compleja evaluación y gestión óptima de opciones estratégicas que solo puede
abordarse con las herramientas analíticas adecuadas (Chevalier-Roignant y Trigeorgis, 2011).
La evaluación inicial de invertir o no, se puede adelantar mediante el ROA, pero este proceso
también requiere de la identificación y anticipación de las respuestas estratégicas de la com-
petencia. Un análisis adecuado bajo esta perspectiva exige una combinación del ROA y la
teoría de juegos, y comprende un nuevo marco de análisis denominado “Juegos de opciones
reales”. Este análisis será abordado más adelante.
8 Un supuesto importante en el modelo de opciones financieras es que no existen oportunidades de arbitraje.
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Esta función de pagos permite identificar en cada nodo del árbol el mayor valor de cada
opción que se puede ejercer. De esta forma se tiene
Vt > Vt(1 + η) − Iexp; Vt(1 − γ) + N ; L ⇒ continúa
Vt(1 + η) − Iexp > Vt; Vt(1 − γ) + N ; L ⇒ expande
Vt(1 − γ) + N > Vt; Vt(1 + η) − Iexp; L ⇒ contrae
L > Vt; Vt(1 + η) − Iexp; Vt(1 − γ) + N ⇒ abandona
Ejemplo 3.5
La empresa ABC tiene un proyecto valorado hoy en $1.000 millones (VPN) que permite
en cada nodo de decisión que cualquiera de las tres opciones simples (expandir, contraer o
abandonar) se ejerza durante los próximos 3 años, de acuerdo con los siguientes supuestos:
i) Expandir la escala del proyecto en un 20% con una inversión adicional de $180 millo-
nes.
ii) Contraer la escala de producción en un 40% con un ahorro de $420 millones.
iii) Abandonar con un valor de salvamento de $680 millones.
Además, se asume una volatilidad del 30% y una tasa de interés libre de riesgo del 5% anual.
Con la información anterior se tiene:
Subyacente (VPN): $1.000 millones
Vencimiento (T ): 3 años
Volatilidad (σ): 30%
Tasa libre de riesgo (r): 5%
Inversión adicional (Iexp): $180 millones
Factor de expansión: 20%
Ahorro (N ): $420 millones
Factor de contracción: 40%
Valor de salvamento (L): $680 millones









1,3499 − 0,7408 = 0,5097
qd =
1,3499 − e0,05×1
1,3499 − 0,7408 = 0,4903
Con estos parámetros se construye el árbol binomial del subyacente (VPN sin flexibilidad) y,
mediante la función de pagos (ecuación 3.8) se construye el árbol de la opción real.
Capítulo 4
Estimación de la volatilidad
Al igual que en las opciones financieras, el modelo de valoración de opciones reales se basa en
el supuesto de que el activo subyacente, es decir, el valor presente de los activos de la empresa
o el valor presente del proyecto de inversión (V ), sigue un proceso estocástico del tipo MGB1,
y como parámetros de entrada se requieren: i) el valor presente del activo y/o proyecto (V0),
ii) el precio de ejercicio2, iii) la tasa de interés libre de riesgo (r), iv) el vencimiento de la
opción (T ), y v) la volatilidad (σ).
De estos parámetros, la volatilidad es el único que no puede ser observado directamente y re-
presenta un parámetro crítico del modelo de valoración, por lo que su estimación se convierte
en un verdadero reto en la aplicación del ROA. Mientras que en una opción financiera se
utilizan datos históricos del activo subyacente para estimar la volatilidad, la cual es estimada






(Rt − R¯) (4.1)
donde: Rt = ln(St/St−1) y R¯ representa el rendimiento esperado (promedio) a partir de una
muestra de datos de tamaño N .
De igual forma, si se cuenta con un mercado de opciones sobre el activo, se puede inferir la
volatilidad al invertir la fórmula de valoración BS para obtener su volatilidad implícita. Sin
embargo, en el caso de las opciones reales, su estimación presenta dificultades. Copeland y
Antikarov (2001) señalan que:
Al tratarse de activos no negociables, los proyectos de inversión carecen de un mercado,
por tanto, no se cuenta con datos históricos para su estimación.
1 Cabe resaltar que la aplicación del ROA ha sido posible gracias a la adaptación de los modelos de valora-
ción de opciones financieras: el modelo Back-Scholes-Merton (BSM) (Black y Scholes, 1973; Merton, 1973) y
el modelo Binomial (Cox et al., 1979).
2 En una opción real de invertir, por ejemplo, este representa el monto de la inversión (I).
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b) Árbol de la opción real
Fuente: elaboración propia.
Con estos parámetros, se construyen los árboles binomiales del subyacente (VPN sin flexibi-
lidad) y de la opción real de abandono.
El resultado del segundo árbol refleja el valor del VPN con flexibilidad (VPNA), lo anterior
indica que el valor de la opción real es
ORabandono = $84,5 − $80 = $4,5
Como resultado, el valor de la opción real de abandono es de $4,5 millones. De igual forma,
el área señalada del árbol de la opción real muestra aquellos nodos en los que se identifica el
ejercicio de la opción, es decir, se recomienda el abandono del proyecto al encontrar un valor
de $55 millones.
3.3.5. Opción de escoger
La posibilidad de escoger entre múltiples combinaciones de opciones simples en una sola
se conoce como opción real de escoger. Esta combinación de opciones, generalmente puede
darse entre las opciones de abandono, expansión y contracción. La opción de escoger permite
a su poseedor continuar con el proyecto en sus condiciones originales (Vt), mantener la op-
ción abierta o elegir cualquiera de las opciones de expandir, contraer o abandonar. Una gran
ventaja de esta opción es la posibilidad de elección que otorga. A diferencia de las opciones
anteriores, cuyas funciones de pago tomaban la forma de una opción call o put americana,
esta opción puede ser cualquiera de las dos; dependiendo de la elección que se realice, pue-
de considerarse una opción put si decide abandonar o contraer, o una opción call si decide
expandir. De esta forma, su función de pagos (pay-off ) viene dada por la ecuación (3.8)
ORescoger = max (Vt; Vt(1 + η) − Iexp; Vt(1 − γ) + N ; L) (3.8)
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Un proyecto presenta características propias a nivel técnico, financiero y de gestión, que
difícilmente lo vuelven comparable con otros o con el mismo portafolio de mercado.
El valor presente de la inversión depende del comportamiento futuro de múltiples fac-
tores o fuentes de incertidumbre.
Por tanto, la aplicación directa de los métodos usados en las opciones financieras no es ade-
cuada. Particularmente, la ecuación (4.1) tiene problemas e incluso muchas veces no puede
aplicarse. Como el activo subyacente está representado por el valor presente de los flujos de
caja, cuando este toma valores negativos no es posible obtener el rendimiento logarítmico3.
Como resultado, se encuentra una capacidad limitada en su aplicación y, por tanto, su uso
debe ser cuidadoso, como indica Trigeorgis (1996).
Un tratamiento adecuado de las opciones reales requiere superar estas dificultades, dada la
preocupación que surge por la estimación inadecuada del parámetro de volatilidad, lo cual
puede llevar a la toma de decisiones de inversión equivocadas. Por ejemplo, una estimación
de la volatilidad sesgada al alza genera un mayor valor de la opción y, por tanto, del VPN total
(o VPNA) y, ante este resultado, se puede recomendar adelantar la puesta en marcha de la
inversión, cuando la decisión correcta debería ser esperar mejores condiciones en el mercado
o, al contrario, aplazar la oportunidad desaprovechando las utilidades que se pueden obtener
de su inmediata ejecución.
La teoría de opciones reales ha abordado esta problemática desde diferentes enfoques4, de
los cuales se toman algunos que serán presentados a continuación. Cabe aclarar que no hay
un enfoque único para su estimación, lo cual ha generado un amplio campo de discusión sin
llegar a un consenso que permita justificar o validar un solo enfoque (Lewis et al., 2008).
También, muchos de estos presentan críticas, tanto en los supuestos como en su aplicación y,
algunos, llegan a sobrestimar el parámetro de volatilidad. Cabe tener presente que la falta de
un consenso nos lleva a adoptar un modelo u otro, dependiendo de la información disponible
y el alcance que se quiera tener en la valoración.
4.1. Volatilidad del activo subyacente proxy o activo gemelo
Las primeras aplicaciones del ROA surgieron en el área de inversiones en recursos naturales
debido a la disponibilidad de productos básicos o commodities comercializados, lo cual faci-
litó el acceso a la información de los precios, junto con la alta volatilidad de estos y largas
duraciones en el desarrollo de las inversiones. En este campo, Brennan y Schwartz (1985)
utilizaron por primera vez los precios de los contratos de futuros de un producto básico para
3 Lo mismo sucede cuando se toma como subyacente a los flujos de caja, conocido como método del retorno
logarítmico de flujos de caja (Mun, 2002): cuando los flujos son negativos su aplicación no es posible. Cabe
resaltar que el uso de los flujos de caja como subyacente no es recomendable: para su estimación se construye
el modelo de flujo de caja a partir de proyecciones en un periodo de tiempo determinado, generalmente 5, 10 o
20 años, sin embargo, con esta información la estimación del parámetro de volatilidad es sesgada.
4 Para más detalles ver Borison (2005).
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Si L > Vt, lo mejor para la empresa es abandonar el proyecto. En este caso, es más atractivo
liquidar y vender los activos que continuar. La opción de abandono es importante en aquellos
proyectos que se desarrollan por fases como: investigación y desarrollo (I+D), proyectos de
exploración y explotación de recursos naturales, desarrollo de nuevos productos, y en fusio-
nes y adquisiciones. Cabe resaltar que un análisis adecuado de la opción de abandono debe
proporcionar, no solo la estimación del valor óptimo de abandono, sino también debe indicar
cuándo se ejerce la opción (Copeland y Antikarov, 2001). A continuación, se presenta un
ejemplo sencillo para ilustrar su aplicación.
Ejemplo 3.4
La empresa farmacéutica ABC quiere emprender un proyecto de investigación y desarrollo
(I+D) en su fase comercial, el cual está orientado a la producción de un nuevo medicamento.
Para ello, la empresa ha logrado resultados favorables en sus fases previas de investigación
y pruebas que se han reflejado en la consecución de una patente. La puesta en marcha de su
fase comercial implica realizar una inversión por valor de $150 millones que le permitirán
obtener un valor presente de $230 millones, es decir, le representa un VPN = $80 millones.
Sin embargo, la empresa sabe que el éxito del nuevo medicamento no es seguro, pero si
el proyecto no alcanza el resultado esperado puede abandonarlo. Esta decisión le permitiría
recuperar parte de los recursos invertidos como resultado de la venta de su patente a otras
empresas farmacéuticas que están interesadas en sus resultados. Estos recursos se estiman
hoy en $55 millones (valor de liquidación), pero la oferta no podrá extenderse por más de
tres años. La volatilidad del proyecto se estima en un 38%, y se sabe que la tasa de interés
libre de riesgo es del 5%. La empresa quiere estimar el valor de la opción de abandono y el
VPNA del proyecto.
Con la información anterior se tiene:
Subyacente (VPN): $80 millones
Precio de ejercicio (L): $55 millones
Vencimiento (T ): 3 años
Volatilidad (σ): 38%
Tasa libre de riesgo (r): 5%
El primer paso comprende el cálculo de los parámetros intermedios del modelo: u, d, qu y qd,









1,4623 − 0,6839 = 0,4720
qd =
1,4623 − e0,05×1
1,4623 − 0,6839 = 0,5280
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valorar una opción de abandono en una mina. Para ello, los autores asumieron una relación
entre la tasa de conveniencia5 del commodity, y el precio del producto final, es decir, una rela-
ción entre el precio spot y el precio futuro del commodity y, de estos con los flujos de caja del
proyecto. Esto con el propósito de crear el portafolio replicante (autofinanciado) utilizando el
activo libre de riesgo y los contratos de futuros, el cual permite replicar el valor del proyecto.
Si el precio spot del commodity sigue un proceso estocástico del tipo MGB, se tiene
dS
S
= μS dt + σS dW (4.2)
donde: μS y σS corresponden a la tasa instantánea de retorno (deriva) y su volatilidad, respec-
tivamente, mientras dW denota un proceso estándar de Wiener. Ahora, si la tasa de conve-
niencia (C(S, t)) es una función solo del precio spot actual y F (S, T ) representa el pre-
cio futuro en el momento t para la entrega de una unidad del commodity en el momen-
to T , entonces por lema de Itô, el cambio instantáneo del precio futuro viene dado por
dF = (−FT + 0,5FSSσ2 S2)dt + FSdS, al expresarse en términos de C(S, t), se encuentra
dF = FS [S(μS − r) + C]dt + FSSσSdW (4.3)
donde: r es la tasa de interés que se asume constante. Esta solución está sujeta a la condición
de frontera: F (S, 0) = S, la cual establece que el precio futuro es una función del precio spot
actual y el vencimiento. Además, los parámetros de la función de la tasa de conveniencia
pueden ser estimados directamente de la relación (proporcional) entre el precio spot y el
precio futuro, donde C(S, t) = cS.
Finalmente, Brennan y Schwartz (1985) asumieron que el valor de la mina depende de: el
precio actual del commodity (S), el inventario físico en la mina (producto final) (Q), el tiempo
(t) y la política de operación de la mina (φ), es decir
H = H(S,Q, t, φ) (4.4)
En este ámbito, el problema de valoración propuesto puede ser representado como un pro-
blema de control óptimo estocástico, donde, la naturaleza estocástica del precio del producto
final (commodity), y su relación con el precio futuro, determinan los parámetros del modelo
de valoración. Así, la existencia de un activo gemelo negociado en el mercado financiero,
como lo es el contrato de futuros, permite asumir las mismas características de riesgo con el
commodity y, a su vez, con el valor del proyecto de inversión (la mina). Esto implica asumir
que el precio del futuro está perfectamente correlacionado con estos y, por tanto, la volatilidad
del valor del proyecto se puede estimar con la información disponible en el mercado.
Esta primera aproximación fue adoptada por McDonald y Siegel (1986), Trigeorgis y Mason
(1987), Paddock, Siegel y Smith (1988), e incluso, es extendida a otros activos disponibles
5 Esta tasa de conveniencia representa la prima asociada con la posesión del bien básico (el físico) en lugar
de un contrato de futuros.
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b) Árbol de la opción real
Fuente: elaboración propia.
A diferencia de la opción real de expandir, el árbol del subyacente se construyó ahora usando
el VPN, de esta forma, el resultado del segundo árbol refleja el VPN con flexibilidad (VPNA),
lo anterior indica que el valor de la opción real es
ORContraer = $33,38 − $30 = $3,38
Significa que la opción real de contraer aporta $3,38 millones. De igual forma, el área seña-
lada del árbol de la opción real muestra aquellos nodos en los que se identifica el ejercicio de
la opción, es decir, se recomienda contraer la capacidad del proyecto.
3.3.4. Opción de abandono
Esta opción proporciona a su propietario el derecho de vender, liquidar, cerrar, o simplemente
abandonar, un proyecto cuando las condiciones lo ameriten. Por ejemplo, si los ingresos
generados por la actividad del proyecto no son suficientes para cubrir los costos fijos, la mejor
decisión es abandonarlo. En este caso, se compara el resultado del valor del proyecto con un
determinado valor de salvamento o de liquidación (L). Al igual que la opción de contraer,
la de abandono es similar a una opción put americana que puede ejercerse en un periodo de
tiempo determinado. Su función de pagos (payoff ) viene dada por la ecuación (3.6)
ORabandonar = max(Vt;L) (3.6)
o, de forma alternativa
ORabandonar = Vt + max(L − Vt; 0) (3.7)
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en el mercado. Por ejemplo, si la empresa está listada en bolsa, se puede tomar el precio de
la acción bajo el supuesto de que este se encuentra perfectamente correlacionado con el valor
del proyecto de inversión (Dixit y Pindyck, 1994; Trigeorgis, 1996; Amram y Kulatilaka,
1999).
Esta propuesta de estimación de la volatilidad ha sido ampliamente utilizada en las últimas
décadas, incluso hoy en día, especialmente por aquellos practicantes y teóricos que buscan
esquemas analíticos de solución en la valoración con ayuda del control óptimo estocástico.
Gran parte de estas aplicaciones se han alcanzado gracias a los desarrollos propuestos por
Dixit y Pindyck (1994). Sin embargo, esta propuesta no está libre de críticas y limitaciones.
Particularmente, Copeland y Antikarov (2001) afirmaron que la búsqueda del activo (proxy o
gemelo) cuyos pagos, en todos los estados de naturaleza, estén perfectamente correlacionados
con el valor del proyecto es difícil. Además, ellos encuentran que los proyectos de inversión,
generalmente, cuentan con múltiples fuentes de incertidumbre, las cuales afectan el resultado
futuro de los flujos de caja. Por tanto, el efecto de todas estas incertidumbres debería quedar
representado en la estimación de la volatilidad. Generalmente, las principales incertidumbres
están relacionadas con el funcionamiento mismo del mercado, la tecnología, los cambios en
la regulación, entre otros.
En esta misma línea, Lewis et al. (2008) encontraron que las variables que influyen en la
volatilidad de un activo financiero suelen ser diferentes a las de un proyecto de inversión.
Asimismo, Haahtela (2006) afirma que en los proyectos de innovación tecnológica y de in-
vestigación y desarrollo (I+D) no es posible encontrar activos en el mercado que estén rela-
cionados con este, al tratarse de nuevos productos o desarrollos tecnológicos, así que utilizar
un activo proxy o gemelo para la estimación de la volatilidad implica limitaciones muy fuer-
tes.
A continuación, se presenta un ejemplo sencillo de aplicación bajo este enfoque siguiendo a
Trigeorgis (1996), aunque sin acudir a una solución mediante el control óptimo estocástico.
Ejemplo 4.1
La petrolera ABC tiene un proyecto de explotación con una inversión requerida (I0) de $105
millones y una producción potencial de más de 3.000 barriles diarios. Si S es el precio del
petróleo6 (activo gemelo) que se comercializa en el mercado internacional, y se asume que
este tiene las mismas características de riesgo, es decir, está perfectamente correlacionado
con el valor del proyecto de extracción7. Además, se asume que el valor del proyecto en
el futuro (Vt) solo puede subir (Vu) o caer (Vd) dependiendo del comportamiento del precio
internacional del petróleo y cada escenario tiene igual probabilidad de ocurrencia (pu = 0,5
y pd = 0,5) 8. Así, se encuentra un valor presente esperado (de los flujos de caja) de $100
6 Se toma como referencia el precio de los contratos futuros.
7 De forma alternativa, se puede asumir que el precio del petróleo está correlacionado con el precio de las
acciones que emite la empresa petrolera en el mercado bursátil.
8 pu = 0,5 y pd = 0,5 son probabilidades reales, también conocidas como probabilidades de mercado o
subjetivas.
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función de pagos (pay-off ) viene dada por la ecuación (3.5)
ORcontraer = max(Vt; Vt(1 − γ) + N) (3.5)
El siguiente ejemplo permite ilustrar la aplicación de una opción de contraer la escala de pro-
ducción de un proyecto.
Ejemplo 3.3
La empresa petrolera ABC tiene un proyecto de explotación de un pozo. Este proyecto está
valorado (tiene un VPN) en $30 millones como resultado de realizar una inversión por valor
de $50 millones. Este primer resultado describe el proyecto original (sin flexibilidad). La alta
incertidumbre que ha generado la caída reciente del precio internacional del petróleo y su
alta volatilidad han llevado a la empresa a considerar una opción de contracción, con la cual
podrá reducir la capacidad de producción del pozo. Esta opción puede ser ejercida durante
los próximos tres años. Para ello, la petrolera puede reducir su capacidad de producción en
un 40% si los precios del petróleo continúan su tendencia a la baja, y obtener con ello un
ahorro en sus costos directos por valor de $15 millones anuales. La volatilidad del proyecto
se estima en un 28%, y se sabe que la tasa de interés libre de riesgo es del 5%. Con esta
información se desea estimar el valor de la opción real de contraer.
A partir de esta descripción se tiene:
Subyacente (VPN): $30 millones
Ahorro (N ): $15 millones
Vencimiento (T ): 3 años
Volatilidad (σ): 28%
Tasa libre de riesgo (r): 5%
Factor de contracción: 40%
Con esta información, se calculan los parámetros intermedios del modelo: u, d, qu y qd. Para









1,3231 − 0,7558 = 0,5208
qd =
1,3231 − e0,05×1
1,3231 − 0,7558 = 0,4792
Con estos parámetros, se construye el árbol binomial del subyacente (VPN sin flexibilidad)
y, mediante la función de pagos (ecuación 3.5) se construye el árbol de la opción real.
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millones y se espera un crecimiento del 80% y un descenso de un 40% para cada año. De esta
forma, el valor presente, por ejemplo al final del primer año, puede alcanzar $180 millones si
el precio del petróleo sube a $86,4 (USD) o cae a $60 millones si el precio del petróleo cae a
$28,9 (USD). Además, se tiene que la tasa de descuento es del 20% (WACC de la empresa).
La relación (par) del valor del proyecto y del precio del petróleo se presenta a continuación.

































V d2 = 108
Sd2 = 51,84
V u2 = 324
Su2 = 155,52
V d2 = 36
Sd2 = 17,28
El valor presente (esperado) del proyecto, de $100 millones, se obtiene al descontar los dos
posibles resultados para cada t descontados a la tasa (20%): V0 = (0,5 × $180 + 0,5 ×
$60/1,2); el cual, al restar el valor de la inversión refleja un resultado inviable para el proyec-
to: V PN = $100 − $105 = $ − 5 (< $0).
Esto se presenta en ausencia de flexibilidades estratégicas sobre el proyecto de inversión, lo
cual representa nuevamente una limitación del modelo tradicional. Sin embargo, dada la alta
incertidumbre asociada a precio del petróleo y, por tanto, del valor del proyecto, se contempla
una opción de espera (diferir la inversión) hasta encontrar un escenario adecuado, determi-
nado por una subida en el precio del petróleo. Esta flexibilidad se evalúa por un periodo de
2 años. Ahora, el proyecto con opción real (de esperar) se valora utilizando probabilidades
riesgo-neutral y la tasa libre de riesgo, que se asume es igual a r = 5 %, adoptando la función
de pagos correspondiente: OResperar = max(Vt − I0; 0), donde se asume que la inversión
(I0) no cambia a lo largo del periodo. Con los factores crecimiento y caída del subyacente:
u = 1,8 y d = 0,6 respectivamente, se encuentra que las probabilidades qu y qd son:
qu =
e0,05×1 − 0,6
1,8 − 0,6 = 0,38
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b) Árbol de la opción real
Fuente: elaboración propia.
ello, la empresa debe mantener abierta la opción de expansión durante el periodo de análisis,
y ejercerla cuando la incertidumbre se resuelva, es decir, cuando encuentre las condiciones
favorables. Lo anterior implica que la toma de decisión debe ser estado-contingente o se debe
realizar dependiendo del estado de naturaleza que presente. El área señalada del árbol de la
opción real muestra aquellos nodos en los que se identifica el ejercicio de la opción, es decir,
se recomienda expandir la capacidad del proyecto.
De igual forma, se debe tener presente que esta decisión requiere que la empresa tenga acceso
libre a los recursos necesarios para realizar la expansión, cuando encuentre un escenario
favorable para ello.
3.3.3. Opción de contraer
La opción de contraer un proyecto de inversión proporciona a su propietario el derecho a re-
nunciar a una parte del mismo a cambio de un ahorro (el precio de ejercicio). En un escenario
contrario a la opción de expandir, la empresa puede encontrar incentivos para reducir su ca-
pacidad de producción o tamaño, en el orden de un factor de contracción γ, si las condiciones
del mercado resultan ser peores que las esperadas. En este caso, la empresa decide reducir su
escala hasta cierto nivel para garantizar su continuidad.
La opción de contraer puede ser muy útil cuando los resultados de la apertura de una nueva
marca, producto o línea no alcanzan el grado de aceptación esperado. Esta opción real puede
verse como una opción tipo put americana que puede ejercerse en un periodo de tiempo




1,8 − 0,6 = 0,62






Árbol de la opción real de espera
Como resultado, se obtiene que el valor que aporta la opción de espera es de $29,3 millones,
por tanto, se encuentra que el valor total del proyecto, es decir, el VPN total, asciende a $24,3
millones. La incorporación de esta flexibilidad convierte la oportunidad de inversión en una
alternativa viable para la empresa, a diferencia de lo indicado en el modelo tradicional de
valoración.
4.2. Estimación analítica de la volatilidad
Como propuesta para formalizar la estimación de la volatilidad del proyecto de inversión y,
basado en los trabajos de enfoque anterior, Davis (1998) relaciona la volatilidad del producto
final con la volatilidad total del proyecto y obtiene así una estimación que se puede represen-
tar de forma analítica, a partir de la ecuación diferencial estocástica de Black-Scholes. Para
ello, el autor asume que el precio del producto generado en el proyecto de inversión sigue un
proceso de difusión del tipo MBG, al igual que el valor presente del proyecto, y ambos están
fuertemente vinculados mediante una medida de sensibilidad.
Si el valor del proyecto V sigue un proceso del tipo
dV = μV (V, t) dt + σV (V, t) dW (4.5)
donde: μV y σV son las tasas de deriva y volatilidad del proyecto, mientras dW denota un
proceso estándar de Wiener. Además, si el precio del producto (S) sigue el mismo proceso,
se tiene
dS = μS (S, t) dt + σS (S, t) dW (4.6)
donde: μS y σS ahora corresponden a las tasas de deriva y volatilidad del producto. Ahora,
como el valor del proyecto V depende de S, entonces el valor del proyecto puede ser escrito
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proyecto sin flexibilidad. Ahora, si esta operación resulta exitosa, la empresa realizará una
fuerte inversión adicional para montar nuevos hipermercados y así alcanzar la participación
que considera adecuada en el mercado.
El montaje del pequeño hipermercado implica una inversión de $55 millones, la cual le per-
mitirá obtener un valor presente de $45 millones con una volatilidad anual del 35%. La
aplicación del modelo tradicional permite encontrar un VPN negativo (VPN=$-10 millones).
Si los ejecutivos de la empresa identifican que es favorable ampliar su negocio, aumentarán
su participación luego de haber iniciado sus operaciones y se contempla para los próximos
tres años. Esta inversión adicional se estima en $150 millones adicionales que le permitirán
aumentar su valor tres veces. Aquí se identifica un factor de expansión del 200%, en compa-
ración con el proyecto original. Además, se sabe que la tasa de interés libre de riesgo es del
4,5% anual. Con esta información se desea estimar el valor de la opción real de expansión.
Esta última se considera como una opción tipo americana.
A partir de esta descripción se tiene:
Subyacente (VP): $45 millones
Inversión adicional (Iexp): $150 millones
Vencimiento (T ): 3 años
Volatilidad (σ): 35%
Tasa libre de riesgo (r): 4,5%
Factor de expansión: 200%
Con esta información se calculan los parámetros intermedios del modelo: u, d, qu y qd. Para









1,4191 − 0,7047 = 0,4778
qd =
1,4191 − e0,045×1
1,4191 − 0,7047 = 0,5222
De igual forma, se estima un factor de descuento (e−0,045×1 = 0,9560) que se utilizará para
descontar el valor de la opción real en cada nodo del árbol hasta llegar a t = 0.
Como resultado se encuentra que el valor de la opción real de expansión es de $35,46 millones
y el valor del proyecto con flexibilidad (VPNA), es decir, con opción real de expansión, es
VPNA = $ − 10 + $35,46 = $25,46
Como se observa, la diferencia es sustancial, la presencia de esta flexibilidad le permite agre-
gar valor al proyecto y lo convierte en una iniciativa viable para su puesta en marcha. Para
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como V (S, t), de acuerdo con Brennan y Schwartz (1985). De esta forma, como V = V (S, t),

























Además, como la ecuación (4.5) es un proceso del tipo MGB, entonces la ecuación (4.7)





























Ahora, como los cambios del precio del producto vienen dados por la ecuación (4.6), la
ecuación (4.10) puede ser representada como





σS = ε σS (4.11)




> 0 se puede interpretar como la elasticidad precio del valor del proyecto,
es decir, una medida de sensibilidad del valor del proyecto a los cambios en el precio del




















Aquí, K representa la capacidad del proyecto (producción anual), G es la tasa impositiva,
C es el costo unitario de producción, π la tasa de inflación y δS la tasa de conveniencia.
Como resultado, Davis (1998) encuentra que la volatilidad del proyecto está directamente
relacionada con la volatilidad del precio del producto, vía un término de elasticidad positiva:
σV = ε σS .
Propuestas similares a esta se encuentran en Costa-Lima y Suslick (2006) y en Brandão, Dyer
y Hahn (2012). Costa-Lima y Suslick (2006) extienden el trabajo de Davis (1998) al estimar
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Por tanto, la presencia de esta flexibilidad mejora sustancialmente el resultado del proyecto, al
incrementar su valor a $8,16, es decir, la opción de espera mejora su resultado y lo convierte
en una iniciativa viable para su puesta en marcha. Para ello, la empresa debe mantener abierta
la opción e invertir al tercer año, pero solo en los dos nodos superiores (valores mayores
de cero), de lo contrario, no se recomienda el desarrollo del proyecto. Cabe tener presente
que este análisis tiene un alcance e implicaciones importantes debido a algunos supuestos
restrictivos. Por ejemplo, es claro que el valor de la opción real depende de los parámetros
utilizados en su aplicación, que dependen de la volatilidad, e inciden en el resultado obtenido.
Además, se asume que el monto de la inversión no cambia a lo largo del vencimiento de la
opción, lo cual en la práctica no siempre es cierto.
3.3.2. Opción de expandir
La opción de expandir es común en aquellas empresas que tienen oportunidades de alto cre-
cimiento, especialmente en periodos de auge en la economía. Un proyecto de inversión puede
presentar un VPN (sin flexibilidad) bajo o incluso negativo, sin embargo, si existen oportu-
nidades de crecimiento, la opción de expandir puede incrementar su valor de forma signifi-
cativa4. En un escenario con estas características, la empresa puede ampliar la capacidad del
proyecto en una proporción η, para lo cual deberá asumir una inversión adicional (Iexp), con-
siderada como su precio de ejercicio. Como resultado, la empresa encontrará un incremento
significativo de su valor presente (Vt). Además, la opción se ejercería si el valor esperado
resultado de la inversión (Vt(1 + η) − Iexp) es mayor que Vt, es decir: Vt(1 + η) − Iexp > Vt.
Esta opción de expansión presenta una estructura similar a una opción call de tipo americana
que puede ejercerse en un periodo de tiempo determinado, por ejemplo, cuando las condicio-
nes del mercado mejoran o se identifican oportunidades de crecimiento. Su función de pagos
(payoff ) viene dada por la ecuación (3.3).
ORexp = max(Vt; Vt(1 + η) − Iexp) (3.3)
De forma alternativa, también se puede usar la ecuación (3.4)
ORexp = Vt + max(Vt(1 + η) − Iexp; 0) (3.4)
Con la diferencia de que esta última permite obtener directamente el VPNA, es decir, el VPN
total o con flexibilidad.
Ejemplo 3.2
La empresa ABC desea abrir un nuevo local en la ciudad, sin embargo, no está segura del
éxito de esta operación. Para ello, decide realizar inicialmente una inversión relativamente
pequeña que consiste en montar un pequeño hipermercado con el objetivo de no arriesgarse
totalmente. Se entiende esta primera decisión de inversión como el proyecto original o el
4 El valor adicional que provee esta estrategia se identifica en las sinergias que se producen a través de las
economías de escala o economías de alcance (Smit, 2005) y el aumento del tamaño de la empresa consolidada.
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la volatilidad del proyecto, considerando no solo el precio, sino también otros componentes
del flujo de caja como los costos operativos, impuestos, inflación, entre otros, así como las
correlaciones entre estos. En su aplicación, para un proyecto de explotación de una mina de
oro, ellos asumen que tanto el precio del metal (S) como los costos operativos (C) siguen
procesos del tipo MGB correlacionados.
dS = μS S dt + σS S dW (4.12)
dC = μC C dt + σC C dW (4.13)
donde: μS , μC , σS y σC corresponden a las tasas de deriva y volatilidades del metal y de
los costos operativos, respectivamente. Además, al asumir dinámicas propias para el precio
del metal y los costos operativos, así como sus valores esperados, ellos encuentran que la











































Al igual que en Davis (1998), K representa tasa de producción anual, gC el límite de corte
(cut-off grade), α es la tasa de descuento y G es la tasa impositiva.
Finalmente, Brandão et al. (2012) extienden los modelos anteriores, de Davis (1998) y de
Costa-Lima y Suslick (2006), para encontrar una relación directa entre la principal fuente de
incertidumbre y valor del proyecto: si el valor del proyecto (V ) cuenta con una sola fuente
de incertidumbre (S), por ejemplo, sus ingresos, mientras que sus costos representan una
proporción fija de estos (cS), se puede encontrar una expresión analítica de su volatilidad. Si
S sigue un proceso estocástico del tipo MGB
dS = μS S dt + σS S dW (4.15)
entonces, el flujo de caja del proyecto (F ) en un momento t representa una diferencia entre
los ingresos y los costos
Ft = St − cSt = λSt
donde: λ = 1 − c y c < 1. De esta forma, por lema de Itô, ellos demuestran que Ft también
sigue un proceso del tipo MGB, con los mismos parámetros de St.
dF = μ F dt + σSF dW (4.16)
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un tiempo de 3 años y el VPNA del proyecto, si se sabe que la tasa libre de riesgo es del 5%
anual.
Con la información anterior se tiene:
Subyacente (V P ): $51 millones
Precio de ejercicio (K): $58 millones
Vencimiento (T ): 3 años
Volatilidad (σ): 35%
Tasa libre de riesgo (r): 5%
El primer paso comprende el cálculo de los parámetros intermedios del modelo: u, d, qu y qd,









1,4191 − 0,7047 = 0,4852
qd =
1,4191 − e0,05×1
1,4191 − 0,7047 = 0,5148
Con estos parámetros, se construye árbol binomial del subyacente y, mediante la función de
pagos (ecuación (3.2)) se construye el árbol de la opción real.
















b) Árbol de la opción real
Fuente: elaboración propia.
El resultado del segundo árbol refleja el valor de la opción real equivalente a $15,16 millones.
Retomando el valor del proyecto sin flexibilidad (VPN=$-7), se encuentra que el valor del
proyecto con flexibilidad (VPNA) es
VPNA = $ − 7 + $15,16 = $8,16
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Así, la volatilidad del flujo de caja es la misma que la volatilidad de los ingresos, y es inde-
pendiente de la constante λ, dado que Ft = λSt. Ahora, como el valor del proyecto (V ) viene






E[Ft] = F0 eαtdt (4.18)
y la relación entre Vt y Ft, está dada por
Vt =
Ft
α − μ (4.19)
Se tiene que
dV = μ Ft
α − μdt + σS
Ft
α − μdW (4.20)
Entonces, el proceso estocástico del proyecto puede ser descrito como
dV = μ V dt + σSV dW (4.21)
La ecuación (4.21) muestra que la volatilidad del proyecto es la misma que la volatilidad
de los flujos, la cual a su vez es la misma de la fuente de incertidumbre, es decir, de los
ingresos. Además, los autores extienden esta aplicación para un proyecto que incorpora cos-
tos fijos (W )9, en el que también es posible encontrar una expresión analítica, pero ahora, la
volatilidad se ajusta en una proporción determinada por la ecuación (4.22)
σV =
V0 + W0 + W0/μ
V0
× σS (4.22)
donde: el término W0 representan el valor presente de los costos fijos y W/μ su valor a
perpetuidad. Esta estimación es denominada por los autores como volatilidad no sesgada.
Siguiendo los trabajos de Davis (1998), Costa-Lima y Suslick (2006) y Brandão et al. (2012),
se presenta a continuación un ejemplo para contextualizar la aplicación de los modelos de es-
timación.
Ejemplo 4.2
La empresa ABC tiene un proyecto de explotación de una mina de oro con una producción
potencial anual de 125.000 onzas (oz). Se espera extraer el mineral en pozos abiertos con-
vencionales durante una vida útil de seis años. Se espera que la inversión total de la mina
ascienda a $125 millones (USD). La tasa impositiva que aplica para el proyecto es del 34%
y la tasa de descuento de la empresa (WACC) es el 15%. Finalmente, la tasa de conveniencia
es del 2,5% y la tasa libre de riesgo del 4%. La tabla 4.1 presenta los supuestos del proyecto.
9 Incluyendo su valor a perpetuidad.
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tecnologías, etc.), las opciones compuestas (opción sobre opción), las opciones con múltiples
fuentes de incertidumbre, entre otras. Todas estas opciones pueden existir naturalmente en
cada proyecto de inversión, o pueden incorporarse en función del grado de flexibilidad que
permitan.
3.3.1. Opción de espera (o diferir)
La opción de espera (o de diferir la inversión) proporciona a su propietario el derecho de
invertir en un proyecto en una fecha posterior, es decir, se tiene la opción de retrasar el
inicio del proyecto con un precio de ejercicio (K) igual al monto invertido. La empresa o los
inversionistas tomarán la decisión de esperar un tiempo determinado si el VPN del proyecto
es negativo o si la incertidumbre futura es muy alta. Siempre que las condiciones del mercado
sean favorables, por ejemplo, que se presente una subida fuerte del precio o un aumento de
la demanda, ellos decidirán emprender el proyecto, de lo contrario, lo mejor es esperar por
un tiempo determinado. Esta opción de espera tiene la forma de una opción call americana,
dado que el proyecto se pondrá en marcha si el valor que aporta en un momento determinado
(Vt) es mayor a la inversión requerida, es decir, solo si Vt > K. Su función de pagos (payoff )
viene dada por la ecuación (3.2)
OResperar = max(Vt − K; 0) (3.2)
Cabe resaltar que las opciones de espera aportan más valor en aquellos proyectos en los que
se cuenta con derechos de explotación, derechos de propiedad exclusivos y donde las barreras
de entrada son altas, por lo que el tiempo de espera del proyecto no se enfrenta a escenarios
de erosión o pérdida de ingresos por la competencia3.
Ejemplo 3.1
La empresa minera ABC tiene un proyecto de explotación de una mina de plata con una
producción potencial de 8,5 millones de onzas de este metal para un periodo de 3 años.
El proyecto requiere una inversión total de $58 millones, mientras el valor presente de sus
flujos de caja libre (VP) para este periodo se estima en $51 millones, es decir, el proyecto
presenta un VPN negativo ($-7). La volatilidad anual del proyecto se estima en un 35%.
Esta alta volatilidad refleja en gran parte la alta incertidumbre asociada al precio del metal,
principalmente, por la fuerte caída que ha presentado este en los últimos años. Sin embargo,
la empresa cuenta con las licencias de explotación que le permiten esperar un periodo de
tiempo considerable para iniciar la actividad extractiva cuando se presente nuevamente un
incremento en el precio del metal. Se desea conocer el valor de la opción real de espera por
3 Sin embargo, se debe tener presente que estos derechos exclusivos o licencias de explotación no son
permanentes, de forma que si se toma la decisión de espera porque el valor generado por el proyecto no es
atractivo, o es inferior a la inversión, se pueden presentar pérdidas potenciales por cada año que pasa al retrasar
el proyecto, lo cual hace que el valor total de los activos sea menor. De igual forma, si la empresa no cuenta con
estos derechos exclusivos, cualquier espera puede llevar a una pérdida de mercado y, por ende, de valor, si la
competencia toma cualquier decisión estratégica de forma anticipada.
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Tabla 4.1: Supuestos del proyecto (Mina de oro)
Duración del proyecto (años) 6
Producción anual (oz) 125.000
Precio actual (USD/oz) 1.294
Costo unitario (USD/oz) 650
Costos fijos (millones) 12,5
Tasa de descuento (%) 15
Inflación (%) 3
Tasa impositiva (%) 34
Tasa de conveniencia (%) 2,5
Fuente: elaboración propia.
Se asume que los costos de explotación del metal y los costos fijos crecerán a la tasa de
inflación del sector (3%). Además, se sabe que el precio actual del oro es de 1.294 (USD/oz)
y el costo (unitario) de explotación es de 650 (USD/oz). Para las proyecciones del precio oro,
se tomó la información histórica anual del precio spot (S) desde el año 1980 y se utilizó un
modelo de regresión lineal tomando el logaritmo natural de este (x = ln(S)) y su primer
rezago (en t − 1), similar a Miranda, Brandão y Lazo (2017), de la siguiente forma.
ln(St) = c + b ln(St−1) +  (4.23)
Los resultados de la regresión lineal muestran que la pendiente del modelo (b = 1,0028) es
significativa e implica que el precio del oro en el momento t − 1 influye en el precio en t10.
Con estos parámetros se hace la respectiva proyección para los próximos seis años.
Tabla 4.2: Proyección del precio spot del oro
Año 1 Año 2 Año 3 Año 4 Año 5 Año 6
1.324,16 1.354,06 1.384,73 1.416,18 1.448,43 1.481,52
Fuente: elaboración propia.
A partir de estos supuestos, se presentan las proyecciones del modelo financiero. La tabla 4.3
resume la información principal.
Como resultado, se encuentra que el proyecto presenta un VPN de $10,8 millones (VPN > 0),
es decir, el proyecto de minería es financieramente viable. Sin embargo, cabe recordar que
su viabilidad depende fuertemente del precio del oro. Ahora, si se contempla una opción de
espera hasta encontrar un escenario adecuado para invertir por un periodo de 2 años (T = 2),
en este contexto, se considera solo una fuente de incertidumbre, el precio del oro, el cual se
10 Para ello, se encuentra que el estadístico t prueba la significancia estadística del parámetro (estadístico
t = 24,6) de pendiente al igual que el p-value (p = 0,0000). De igual forma, se encuentra que el modelo de
regresión presenta un R2 = 0,94.
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en el capítulo 2. Cabe resaltar que, siguiendo a Copeland y Tufano (2004), estas dificultades
metodológicas se pueden superar fácilmente al adoptar el modelo binomial desarrollado por
Cox et al. (1979) o modelo CRR. El modelo binomial, como se indicó anteriormente, ofrece
una alternativa práctica y de fácil aplicación tanto en la valoración de opciones europeas
como en las opciones americanas.
De igual forma, como indican Copeland y Antikarov (2001), el modelo binomial se puede
ajustar fácilmente para reflejar cambios en la volatilidad, los puntos (óptimos) de decisión
temprana, las decisiones secuenciales múltiples a través de opciones compuestas, o inclu-
so, múltiples fuentes de incertidumbre (opciones arcoíris), entre otras. Esta flexibilidad del
modelo permite reflejar las características idiosincráticas de los proyectos de inversión, utili-
zando herramientas de fácil manejo como la hoja de cálculo de Excel. Además, Smith (2005)
y Brandão, Dyer y Hahn (2005) resaltan las ventajas en la implementación del modelo bino-
mial, dada la facilidad para el cálculo de los parámetros, así como su presentación más simple
e intuitiva.
De la misma manera, el árbol binomial facilita el mapeo de todas las acciones alternativas
viables que dependen de los futuros posibles estados de naturaleza y, con ello, el proceso de
toma de decisión de inversión. Todo esto, sin duda, muestra una ventaja notable del modelo
binomial frente al modelo BS. Sin embargo, hay que tener presente que el modelo binomial
representa una aproximación discreta (numérica) del proceso estocástico del activo subya-
cente, es decir, representa una convergencia débil del proceso de difusión del tipo MGB, el
cual permite caracterizar al activo subyacente en dos estados (de naturaleza): movimiento ha-
cia arriba y movimiento hacia abajo para cada intervalo de tiempo. Así, se puede aproximar
la solución, no solo en el momento actual, sino también en todos los intervalos de tiempo.
Para algunos teóricos, este tipo de aproximaciones numéricas incorpora una fuerte limitación
en la valoración. Como alternativa, la programación dinámica permite representar adecuada-
mente el campo de aplicaciones en la teoría de opciones reales, al obtener soluciones cerradas
de la política de ejercicio óptima del problema propuesto. En este contexto, el valor de la po-
lítica óptima para la inversión, a lo largo del tiempo, se obtiene como solución de la ecuación
diferencial estocástica (EDE) con condiciones de contorno adecuadas (Dixit y Pindyck, 1994;
Lambrecht, 2017) y para ciertos tipos de procesos estocásticos, aunque representa un nivel
de complejidad matemática mucho mayor. Este enfoque de soluciones basadas en la teoría
del control óptimo será presentado en el volumen 2.
3.3. Tipos de opciones reales
Las opciones reales se clasifican principalmente por el tipo de flexibilidad que ofrecen. Al ini-
cio de la sección 3.2 se mostraron algunos ejemplos de opciones reales simples como: diferir,
expandir, contraer o abandonar. Sin embargo, estos no son los únicos tipos de flexibilidad que
existen, además de estas opciones, se encuentran opciones reales un poco más sofisticadas,
tal es el caso de las opciones de cambio (entre procesos o métodos de producción, uso de
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Tabla 4.3: Flujo de caja del proyecto (USD 000)
Año 0 1 2 3 4 5 6
Ingresos 165.520 169.258 173.091 177.022 181.054 185.190
Costos operativos 82.875 84.533 86.223 87.948 89.707 91.501
Costos fijos 12.500 12.750 13.005 13.265 13.530 13.801
Utilidad Operacional 70.145 71.975 73.863 75.809 77.817 79.888
Impuestos 23.849 24.472 25.113 25.775 26.458 27.162
Inversión total 125.000
Flujo de caja libre -125.000 33.796 34.754 35.744 36.769 37.829 38.925
Fuente: elaboración propia.
asume que sigue un proceso del tipo MGB y tiene una volatilidad de σS = 0,1411. En la
valoración de la opción se tienen en cuenta los modelos de estimación de volatilidad (σV )
presentados atrás, según las ecuaciones (4.11), (4.14) y (4.22). En cada caso se encuentra:
Modelo Volatilidad: σV
Davis 23,4%
Costa-Lima y Suslick 20,73%
Brandão, Dyer y Hahn 19,54%
Cabe aclarar que el modelo de Costa-Lima y Suslick (ecuación 4.14) se ajusta para incorporar
solo una fuente de incertidumbre y hacer comparables las estimaciones. Asimismo, en el
modelo de Brandão, Dyer y Hahn no se consideró el término asociado al valor a perpetuidad
de los costos fijos (W/μ), dado que se asume que el proyecto finaliza al sexto año.
Aunque estas propuestas representan soluciones interesantes al problema de estimación de la
volatilidad en la valoración de opciones reales, tienen limitaciones. A excepción del modelo
de Costa-Lima y Suslick que se puede aplicar para dos fuentes de incertidumbre, Godinho
(2006) afirma que estos modelos solo son aplicables cuando el proyecto se ajusta a un estado
predeterminado con una única fuente de incertidumbre, en este caso, el precio del oro. Sin
embargo, muchos proyectos presentan estructuras complejas que no son susceptibles para
una estimación analítica. De igual forma, Copeland y Antikarov (2001) argumentan que los
proyectos de inversión cuentan con múltiples fuentes de incertidumbre, como se indicó atrás,
por tanto, una solución analítica se vuelve muy simplista. Para superar esta dificultad, los
autores proponen un modelo de estimación consolidada que refleja el efecto conjunto de
todas las incertidumbres y sus correlaciones usando la técnica de simulación de Monte Carlo
(MC).
La técnica de simulación de MC ha demostrado ser una herramienta valiosa para la estimación
de precios de los activos cuando no existen soluciones con fórmulas cerradas o expresiones
11 Esta volatilidad se obtiene a partir de la serie histórica del precio spot del oro.
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reducir la escala de producción o simplemente abandonar el proyecto cuando lo amerite. En
ambos casos se encuentra una estructura que se parece a una opción put. Estas decisiones
estratégicas u opciones reales pueden ser europeas, cuando solo se pueden ejercer en el ven-
cimiento, o americanas cuando se pueden ejercer en cualquier momento. A partir de esto, se
puede dar una definición formal para una opción real:
Una opción real es el derecho, pero no la obligación, de realizar una acción sobre ciertas
decisiones de inversión, por ejemplo, diferir, expandir, contraer o abandonar un proyecto, a
un costo predeterminado denominado precio de ejercicio y durante un periodo de tiempo.
En este contexto, las opciones reales ofrecen una herramienta transformadora para la valora-
ción de proyectos, y su aplicación es relevante cuando el grado de incertidumbre es alto y se
tiene la flexibilidad necesaria para responder a ella. Por tanto, la valoración correcta requiere
una regla de valor presente ampliado que combine estas fuentes de valor, como muestra la
ecuación (3.1).
La tabla 3.1 presenta la similitud en los parámetros para una opción call y una opción real de
expansión.
Tabla 3.1: Analogía entre las opciones reales y financieras
Opción financiera Opción real
St : Precio del activo subyacente Valor presente de los flujos futuros de
caja libres del proyecto
K : Precio de ejercicio Costo de la inversión adicional
T : Vencimiento de la opción financiera Vencimiento de la opción real
r : Tasa de interés libre de riesgo Tasa de interés libre de riesgo
σ : Variación en los rendimientos del pre-
cio del activo
Variación de los rendimientos del valor
del proyecto
Fuente: adaptado de Trigeorgis (1996).
Esta analogía permite adoptar los mismos supuestos y modelos de valoración de la teoría
de opciones financieras. Sin embargo, Trigeorgis (1996) advierte que esta analogía no es
completa y, por tanto, su uso debe ser cuidadoso, lo cual dificulta la aplicación directa de los
modelos2. A esto se suma la idiosincrasia misma de las opciones reales. Estas limitaciones
serán tratadas en el siguiente capítulo. Por ahora, con el propósito de resolver el problema de
valoración se adoptará de forma directa el modelo de valoración riesgo-neutral desarrollado
2 A pesar de la similitud con estas, Trigeorgis (1996) advierte que la aplicación del enfoque de valoración
en este ámbito es más complejo y existe una diferencia importante: mientras la teoría de valoración de opciones
financieras requiere la ausencia de arbitraje y la existencia de un “mercado líquido” para los activos, estos
supuestos en sentido estricto no se cumplen para las opciones reales. A esto se suma la dificultad que se presenta
en el cálculo de los parámetros requeridos en la valoración, como es el caso de la volatilidad.
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analíticas (Boyle, 1977; Broadie y Glasserman, 1996). En el campo de valoración con opcio-
nes reales, la simulación MC se utiliza para generar muestras artificiales representativas en
las variables que son fuentes de incertidumbre en la estimación de los flujos de caja, y luego,
inferir distribuciones de probabilidad que caractericen su comportamiento (Romero, 2006).
Estas distribuciones de probabilidad comprenden una forma más práctica, realista y reflejan
los diferentes escenarios posibles en el proyecto de inversión (Godinho, 2015).
4.3. Estimación consolidada: Copeland y Antikarov (2001)
Copeland y Antikarov (2001) proponen un método de estimación de la volatilidad consoli-
dada, basados en los supuestos del enfoque Marketed Asset Disclaimer (MAD), utilizando
la técnica de simulación de Monte Carlo. Para ello, el efecto de todas las fuentes de incerti-
dumbre del proyecto (demanda, precios, costos, entre otros, así como sus correlaciones) se
refleja en una sola estimación que es capturada por la desviación estándar de los retornos
logarítmicos del valor presente, bajo el supuesto de una función de distribución de proba-
bilidad hipotética. Para ello, toman como activo subyacente el valor (presente) del proyecto
sin opciones, es decir, el valor presente de los flujos de caja libre (estático), asumiendo que
este puede representar objetivamente su verdadero valor de mercado12 y, de esta forma, asu-
men que este varía en el tiempo de acuerdo con un proceso estocástico del tipo MGB. La
implementación de este proceso, se ve representada en la figura 4.2.
Figura 4.2: Implementación del modelo de MC
Fuente: adaptado de Copeland y Atikarov (2001).
El modelo de Copeland y Antikarov (2001) (en adelante modelo CA) incorpora todas las
incertidumbres que impulsan el valor actual del proyecto para proporcionar una estimación
fiable de su valor. Además, como activo subyacente, ellos toman el valor presente de los
flujos futuros de caja libre del proyecto (V ) que se obtiene mediante el modelo tradicional de
FCD. A partir de este resultado, se estima el rendimiento anual del proyecto como el cociente
logarítmico del valor presente de los flujos (k) en dos instantes de tiempo: t = 0 y t = 1
12 Bajo el enfoque MAD, Copeland y Antikarov (2001) proponen tratar el valor del proyecto sin opciones
como si se tratara de un activo negociado, es decir, que asumen este valor presente estático como el mejor
estimador del valor de mercado del proyecto.
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Figura 3.1: VPN con y sin flexibilidad
Fuente: adaptado de Trigeorgis (1996).
de la inversión sin flexibilidad (VPN) más el valor generado por la flexibilidad. Este últi-
mo corresponde al valor que aporta la opción real. La estimación del VPN con flexibilidad
(VPNA), se obtiene de acuerdo con la ecuación (3.1)
VPNA = VPN sin flexibilidad + Opción Real (3.1)
El resultado anterior, sin duda mejora el proceso de toma de decisión, sin embargo, la pre-
gunta que surge aquí es ¿cómo valorar estas decisiones que son contingentes? Para estimar el
VPNA, se han adaptado los modelos de valoración de opciones financieras.
3.2. Analogía entre opciones financieras y opciones reales
La noción de opción financiera, bajo la cual se tiene el derecho de llevar a cabo una decisión
de inversión (ejercicio o no de la opción), se puede aplicar a los activos reales. Myers (1977)
sugirió que toda empresa tiene la opción de tomar ciertas decisiones estratégicas a la hora
de evaluar sus futuras oportunidades de inversión. Así, una empresa puede tener el derecho,
pero no la obligación, de invertir en un determinado proyecto y beneficiarse de sus flujos
futuros si encuentra una oportunidad de inversión. Sin embargo, esta decisión no tiene que
tomarse de inmediato, la empresa puede esperar hasta encontrar un escenario adecuado. Aquí,
la empresa tiene una opción de diferir la inversión que solo ejercerá cuando las circunstancias
sean favorables o rechazarla si no se presentan. La estructura de la opción de diferir es la
misma de una opción call.
Esta misma estructura, también se identifica en las opciones de expansión para un proyecto
cuando se observan buenos resultados en el mercado que se pueden aprovechar. Por el con-









donde: V˜1 representa el valor presente del proyecto en t = 1 y V0 el valor presente en t = 0.
El símbolo ∼ sobrepuesto indica el carácter estocástico de V˜1, el cual se estima como un valor
aleatorio usando la técnica de MC, mientras el denominador (V0) se asume constante. De esta











(1 + i)t−1 (4.26)
donde: i representa la tasa de descuento, por ejemplo el WACC de la empresa o del proyecto,
y F˜t es flujo de caja aleatorio para cada t. Una vez se define k sobre el valor presente en
los momentos t = 0 y t = 1, se procede a generar la muestra aleatoria de las fuentes de
incertidumbre y se calcula V˜1 para cada iteración, donde V0 permanece fijo. Esto indica que
si se realizan m iteraciones en la simulación, se van a tener m resultados de k, los cuales
pueden ser representados a través de una función de probabilidad (ver figura 4.3). Finalmente,
sobre la muestra completa de k se estima su desviación estándar (σk), la cual representa la
volatilidad consolidada del valor del proyecto (σV ).
Figura 4.3: Estimación de la volatilidad
Fuente: elaboración propia.
Ejemplo 4.3
Para la aplicación del modelo de estimación de volatilidad propuesto por Copeland y Anti-
karov (2001) se toma el mismo ejemplo anterior (ejemplo 4.2). Para ello, se considera ini-
cialmente solo una fuente de incertidumbre, asociada al precio spot del oro, el cual se asume




ΔtZ , donde la volatilidad
(desviación estándar) anual del precio del oro es σS = 0,14.
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3.1. Flexibilidad e incertidumbre en el análisis de valora-
ción
En el mundo actual, las empresas se enfrentan a altos niveles de incertidumbre cuando toman
decisiones sobre futuras oportunidades de inversión. Para hacer frente a esta incertidumbre,
la dirección o gerencia puede responder estratégicamente al tomar cursos alternativos y, con
ello, mitigar los resultados no deseados. Un análisis adecuado requiere que la empresa pueda
revisar o adaptar las decisiones futuras en respuesta a los acontecimientos inesperados del
mercado. De esta forma, cada decisión de inversión puede estar acompañada de estrategias
óptimas que permitan tomar cursos alternativos, como por ejemplo:
Expandir cuando se identifiquen mejores condiciones en el mercado.
Contraer o abandonar cuando el resultado sea inferior de lo esperado.
Esperar durante un periodo de tiempo hasta encontrar las condiciones favorables para
invertir, de lo contrario puede no emprender la inversión si las condiciones lo ameritan.
Estas flexibilidades pueden representar una parte importante del valor que generan muchos
proyectos de inversión (Schwartz y Trigeorgis, 2004). A partir de estos cursos alternativos, la
empresa incorpora la opcionalidad: puede considerar la opción de invertir ahora en un deter-
minado proyecto, aplazar su puesta en marcha, o adaptarlo (en el futuro) como respuesta a las
condiciones del mercado. La flexibilidad es la condición que determina la existencia de las
opciones reales en las decisiones de inversión y, con ello, la posibilidad de tomar cursos alter-
nativos (Romero, 2006). Además, la flexibilidad, en la práctica, corresponde a la capacidad
de ajustarse (modificar el curso) para responder a las nuevas condiciones del mercado. Por su
parte, la incertidumbre refleja la incapacidad para anticipar los acontecimientos futuros que
pueden impactar los flujos de caja del proyecto, los cuales dependen de los estados incier-
tos que caracterizan el real funcionamiento del mercado, por lo que realizar una valoración
estática es inadecuado1.
Según Trigeorgis (1993), la flexibilidad permite revisar las acciones futuras contingentes e
introduce una asimetría en la distribución de probabilidad del valor presente de la inversión
(ver figura 3.1), la cual expande su valor verdadero y mejora su potencial de ganancias, al
tiempo que limita las pérdidas, es decir, la presencia de resultados probables inferiores al
VPN.
Además, Trigeorgis (1996) sugiere que la valoración correcta requiere de una regla de VPN
ampliado (VPNA) o VPN total, es decir con flexibilidad, que corresponde al valor obtenido
1 La estructuración de un proyecto de inversión requiere de un pronóstico de los flujos de caja que reflejan
el resultado del mismo, pero estas representan simples estimaciones de lo que se espera va a pasar en el futuro
(Romero, 2006). Por tanto, no siempre se va a lograr el resultado deseado, dados los eventos inciertos que se
pueden presentar y afectan al proyecto, ya sea positiva o negativamente; además, no siempre se cuenta con la
información adecuada para ello.
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A partir de esta información, se crea una muestra aleatoria con 100.000 iteraciones sobre la
variable k = ln(V˜1/V0), como muestra la figura 4.4, y se obtiene la volatilidad (consolidada)
del proyecto (σV ).
Figura 4.4: Función de densidad de la variable k
Fuente: elaboración propia.
Como resultado se encuentra σV = 0,7145, la cual, es superior a las estimaciones que proveen
los modelos anteriores.
De acuerdo con Mun (2002) y Haahtela (2006), el enfoque de la volatilidad consolidada es
análogo a las simulaciones del precio de una acción, en el que el precio teórico de esta se
define como la suma de todos los pagos en efectivo de los dividendos futuros, mientras que
para una opción real estos pagos en efectivo corresponden a los flujos de caja. La suma de los
flujos descontados al instante t = 0 corresponde al precio actual de la acción, y en el instante
t corresponde al precio de la acción en el futuro, por ejemplo, en t = 1. El logaritmo natural
de la relación de estas dos sumas descontadas es análogo a los retornos logarítmicos de los
precios de la acción. Una vez es superado el problema de estimación de la volatilidad, es
posible implementar el modelo binomial para aproximar la evolución del valor del proyecto
en el tiempo usando el modelo de Cox et al. (1979)13.
Dada la facilidad en la implementación del modelo CA, Herath y Park (2002) y Cobb y Char-
nes (2004) argumentaron que este modelo posee unas bondades sorprendentes, en compara-
ción con los enfoques previos, aunque realizan algunos pequeños ajustes sobre este. Herath
y Park (2002) implementan un cambio en el modelo de simulación partiendo del supuesto de
que los flujos de caja son independientes entre sí. Ellos ajustan el numerador y denominador
de la fórmula para que varíen en cada iteración de la muestra. Lo anterior requiere generar
muestras aleatorias para V1 y V0. Sin embargo, Godinho (2006) encuentra que este modelo
13 Cabe resaltar que Copeland y Antikarov (2001) recomiendan la aplicación del modelo binomial dadas
las ventajas que este presenta en comparación con la fórmula BSM. Por ejemplo, el árbol binomial facilita el
mapeo de todas las acciones alternativas viables que dependen de los futuros estados de naturaleza y, con ello, el
proceso de toma de decisión de inversión. De esta forma, el modelo binominal se convierte en una herramienta
de fácil manejo y con una presentación más simple e intuitiva.
Capítulo 3
Teoría de opciones reales
El análisis de opciones reales (ROA) surge como respuesta al contexto dinámico del mercado,
el cual exige una mayor capacidad de adaptación (flexibilidad) en la toma de decisiones de
inversión como respuesta a los acontecimientos inciertos, situación que el modelo tradicional
(FCD) no incorpora por su carácter estático. La mayor contribución de las opciones reales
corresponde a la incorporación de la flexibilidad e incertidumbre (Dixit y Pindyck, 1994),
así como a las respuestas estratégicas en la toma de decisiones de inversión. En este ámbito,
la flexibilidad se ha vuelto esencial para que las empresas aprovechen con éxito las oportu-
nidades de inversión futuras y, con ello, respondan efectivamente a los cambios que se van
presentando en el mercado.
Dixit y Pindyck (1994) reconocen que la incorporación de estos dos componentes permite
implementar un enfoque de valoración que presenta un alto grado de adaptabilidad a cada
contexto, y permite no solo mitigar los riesgos, sino también sacar provecho de los cambios
en las condiciones futuras del mercado. Además, siguiendo a Amram y Kulatilaka (1999), el
ROA ofrece un enfoque de valoración más completo, el cual adquiere toda justificación en
los siguientes escenarios:
Cuando se tiene una decisión de inversión contingente.
Cuando la incertidumbre es lo suficientemente grande.
Cuando se tomarán cursos alternativos después de la puesta en marcha del proyecto.
Una ventaja adicional que se identifica en su aplicación, es que permite reducir las complejas
estructuras de los proyectos de inversión a simples estructuras analíticas conformadas por
diferentes tipos de opciones reales simples (Smit y Trigeorgis, 2004) con fácil aplicación y
que pueden evaluarse de la misma forma que las opciones financieras o cualquier reclamación
contingente. Esta idea ha sido ampliamente aceptada a lo largo de las últimas cuatro décadas
y ha hecho del ROA un enfoque adecuado de valoración.
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genera estimaciones sesgadas (al alza) de la volatilidad. Por su parte, Cobb y Charnes (2004)
incorporan variables correlacionadas en el modelo de MC14.
Por su parte, Smith (2005) sugirió que la idea fundamental del modelo CA es correcta pero
tiene una deficiencia técnica que lo lleva a sobrestimar la volatilidad. El cálculo de la desvia-
ción estándar de k incorpora el impacto sobre las expectativas de los flujos futuros después
de t = 1 en el primer año y, por tanto, la volatilidad estimada no es la verdadera. Por ello,
recomienda tener en cuenta solo el primer año de vida del proyecto (t = 1). Además, a Smith
(2005) le preocupan aquellos escenarios cuando V1 toma valores como cero (0) o negativos,
dado que k no se puede calcular (es indeterminado), por lo que la aproximación del MGB
sobre el valor del proyecto no es posible. De igual forma, recomienda el uso completo del
enfoque de valoración riesgo-neutral15, es decir, se debe utilizar la tasa libre de riesgo como
factor de descuento.
Finalmente, Smith (2005) indicó que se debe fijar una política óptima de ejercicio en cada
punto de decisión, lo cual requiere revisar el valor esperado futuro condicionado a la reso-
lución de todas las incertidumbres en un momento de tiempo determinado (t), y recomienda
el modelo de Longstaff y Schwartz (2001) para estimar los valores esperados utilizando una
regresión lineal16. El modelo de regresión estimado proporciona una aproximación del valor
esperado como una función de las variables de incertidumbre para determinar la política de
ejercicio óptima. La utilidad de este tipo de modelos se refleja en la posibilidad de incluir
funciones adicionales, en la medida que nuevas incertidumbres afecten el valor esperado del
proyecto, por lo cual se puede generalizar fácilmente a problemas más complejos.
Estas críticas de Smith (2005) son acogidas por Brandão et al. (2012), Godinho (2006, 2015)
y Haahtela (2006, 2010), quienes realizan propuestas que extienden el modelo CA para esti-
mar el parámetro la volatilidad y proponen nuevos modelos de estimación apoyados también
en la técnica de simulación de Monte Carlo y métodos de programación dinámica en algunos
casos.
4.4. Estimación basada en expectativas condicionales: Bran-
dão, Dyer y Hahn (2005)
Brandão et al. (2005) adoptan el mismo supuesto que subyace en el modelo CA, pero presen-
tan una estimación de la volatilidad condicional hasta el momento t, basados en la crítica de
14 Cabe resaltar que esto ya había sido recomendado por Copeland y Antikarov (2001).
15 Su propuesta busca seguir la analogía con el modelo BS e incorpora las primas de riesgo con las probabi-
lidades de acuerdo con los equivalentes de certeza.
16 Cabe aclarar que la facilidad de implementar este tipo de modelos depende del número de fuentes de
incertidumbre. Longstaff y Schwartz (2001) encuentran que, a mayor número de variables, la complejidad del
procedimiento es también mayor. Además, los resultados y niveles de ajuste en cada modelo son diferentes y
algunas variables se pueden omitir en el proceso, lo cual puede sesgar el resultado. En este tipo de ejercicios no
se descarta la posibilidad de incurrir en estas fallas.
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Smith (2005)17. En su estimación, toman el flujo de caja libre del primer año (F˜1) como una
variable estocástica y para los siguientes años (F2, ...,Fn) valores esperados condicionales
sobre F1. De esta forma, estiman la volatilidad del proyecto entre el periodo t = 0 y t = 1









donde: α representa la tasa de descuento (WACC). Esto implica que para cada año se debe
estimar la volatilidad considerando el comportamiento estocástico de los flujos de caja hasta
cada t.
Esta propuesta es perfeccionada en Brandão et al. (2012), donde se realizan ejercicios com-
parativos con respecto a la estimación que proporciona el modelo CA y, además, proponen
la estimación analítica de la volatilidad presentada en la sección anterior, también conocida
como estimación no sesgada. Esta propuesta se basa en la idea de que V˜1 es una función de
los flujos de caja esperados teniendo en cuenta la información disponible en t = 1 y, por
tanto, no debe incorporar información de los siguientes años (t = 2, .., n).
Haahtela (2008) considera que el modelo de Brandão et al. (2005) funciona bien y supera la
dificultad presentada en el modelo CA, siempre y cuando los valores futuros condicionales
de los flujos de caja sean fáciles de calcular. En la práctica esto no es sencillo, sobre todo
cuando se incorporan variables correlacionadas en la simulación, lo cual implica desarrollar
procesos iterativos sobre los resultados de la simulación. A pesar de esta limitación, una de las
ventajas identificadas en su estimación es la posibilidad de encontrar una solución analítica
de la volatilidad del proyecto cuando este presenta una única fuente de incertidumbre, como
se mostró en la sección 4.2.
4.5. Otros modelos basados en la simulación de MC
4.5.1. Simulación por etapas: Godinho (2006 y 2015)
Godinho (2006) presenta dos modelos de simulación por etapas como alternativa para superar
la “sobrestimación” de la volatilidad que proporciona el modelo CA. Su propuesta conduce
a procedimientos de simulación alternativos que buscan generar “mejores estimaciones” y,
con ello, “valoraciones más precisas”. Al igual que Smith (2005) y Brandão et al. (2005),
parte de la idea de que el valor de un proyecto en un momento t debe utilizar la información
disponible hasta ese mismo momento t. Godinho (2006) señala que el modelo CA utiliza
todos los flujos de caja proyectados descontados al momento t = 1, en lugar de utilizar solo
la información disponible hasta t = 1, es decir el E[F˜1], por ello, afirma que el modelo CA
17 A diferencia de Smith (2005), utilizan una tasa de descuento para los flujos de caja libres ajustada por
riesgo, por ejemplo, el WACC del proyecto.
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Ahora, si se considera la función y = f(Xt, t), por ejemplo, ln(Xt), se tiene





t + σ Wt
]
(A2.5)
El resultado anterior se obtiene al aplicar el lema de Itô sobre la ecuación (A2.2). Esta ecua-
ción también puede expresarse como
dXt = μ Xt dt + σ Xt dW (A2.6)
El lema de Itô consiste en aplicar la expansión de Taylor de segundo orden para la ecuación
















































Se obtiene así la ecuación diferencial estocástica que representa los cambios en el precio del















utiliza el valor ex post para un escenario determinado, lo cual genera una estimación sesgada
de la volatilidad.
En su propuesta, toma la variable k = ln(V˜1/V0) al igual que el modelo CA, sin embargo, si-
guiendo a Brandão et al. (2005), recomienda una estimación condicionada a las realizaciones
de los flujos de caja libres en dos niveles. Su primer modelo se basa en la idea de condiciona-
lidad en el valor presente de los flujos de caja del primer año (V˜1 = F˜1 +
∑n
t=2 E[Ft]eα(t−1)).
Para este valor genera una muestra aleatoria, y para cada iteración calcula el valor esperado
de los flujos de caja (E[Ft]), de acuerdo con la información disponible del proyecto en t = 1.
Todo el procedimiento descrito representa la simulación de primer nivel.
Sobre la muestra anterior, se implementa la simulación de segundo nivel; aquí en cada itera-
ción se genera una muestra para cada Ft del proyecto y, cuando se completa la simulación,
se promedian los resultados para cada t, obteniendo así su valor esperado (E[Ft]). Final-
mente, sobre este resultado también se crea una muestra para la variable k sobre la cual se
estima la volatilidad. Este procedimiento, como advierte el mismo Godinho (2006), implica
un crecimiento exponencial en las iteraciones al requerir una simulación sobre otra, así como
conocimientos de algoritmos y programación. El número total de simulaciones es el producto
de la ejecución de simulaciones del primer y segundo nivel. Aunque el modelo puede generar
estimación fiable, su implementación no es sencilla y demanda tiempo en la simulación. Al
considerar estas dificultades metodológicas en su implementación, propone otro modelo de
estimación.
El segundo modelo de Godinho (2006) está inspirado en el modelo de Longstaff y Schwartz
(2001) y las críticas de Smith (2005) sobre el modelo CA. Este modelo corresponde a una
estimación bajo el enfoque de regresión de mínimos cuadrados ordinarios (MCO). Al igual
que en el modelo anterior, se simula el comportamiento del valor del proyecto en dos niveles,
pero ahora estos son independientes. En el primer nivel se simula el comportamiento del
proyecto durante toda su vida y se utiliza este resultado para estimar un modelo de regresión
que permite el cálculo de la esperanza condicional de V1, como indica la ecuación (4.28)
V1 = b0 + b1X1 + ... + bnXn (4.28)
La variable dependiente corresponde a la suma de los Ft descontados que depende del com-
portamiento de las variables estado (Xi)-independientes, sus productos cruzados y valores
cuadráticos.
En el segundo nivel se simula el primer año del proyecto y se utiliza el modelo para calcular
el valor de V1 en cada iteración. Con estos resultados se estima el parámetro de la volatilidad
como la desviación estándar de k. Sin embargo, la exactitud de los cálculos depende de
la elección de las variables de estado, lo cual implica una dificultad para escoger el mejor
modelo. Esta limitante es mayor cuando se incorporan múltiples fuentes de incertidumbre
asociadas a funciones de probabilidad heterogéneas, y en presencia de correlaciones no solo
en el tiempo, sino entre ellas y los flujos de caja del proyecto.
46
Anexos
A2.1 Procesos estocásticos y lema de Itô
Un proceso estocástico (Xt)t ∈[0,T ] es una colección de variables aleatorias indexadas, gene-
ralmente en el tiempo, y definida sobre el espacio de probabilidad (Ω,F , P ), con una filtra-
ción (F)t≥0, es decir, un espacio muestral o conjunto de posibles resultados, donde F es una
σ-álgebra sobre Ω y P : F → [0, 1] es una medida de probabilidad. El conjunto de valores de
cada variable aleatoria Xt determina su espacio de estados que puede ser discreto o continuo.
Además, si para todo t  0, Xt es Ft-medible, se dice que este proceso es adaptado, donde
Ft representa toda la información disponible hasta el momento t.
Los procesos estocásticos son útiles para describir el comportamiento aleatorio de las varia-
bles financieras a lo largo del tiempo, tales como: precios de los activos, las tasas de interés,
tasas de cambio, índices, entre otros (Venegas, 2008). Por ejemplo, el precio de los activos
puede ser representado por el MGB, el cual se obtiene como una transformación exponen-
cial del movimiento Browniano estándar o proceso de Wiener (Wt). Un proceso estocástico
(Wt)t0 es un movimiento Browniano estándar si cumple:
i) W0 = 0.
ii) Wt es una función continua en t para todo t ∈ [0, T ].
iii) Wt es adaptado a la filtración (Ft)t0.
iv) Para 0  s < t, el incremento (Wt − Ws) es independiente de Fs y sigue una distribu-
ción normal con media cero y varianza t − s.
Ahora, si Xt es un proceso estocástico del tipo MGB que representa el precio del activo en
tiempo continuo, se tiene
Xt = X0 exp (μ t + σWt) (A2.1)
donde: Wt es un proceso estándar de Wiener, μ representa la tasa instantánea de retorno y σ su
volatilidad. De esta forma, se tiene que Xt sigue una distribución log-normal con parámetros
μ y σ, mientras que ln(X) se distribuye normalmente [ln(X) ∼ N(μ, σ2)]. Por tanto, los
cambios instantáneos vienen dados por
dX/X = μ dt + σ dW (A2.2)
Además, si Xt es integrable (E[Xt] < ∞), se dice que es martingala si
E[Xt|Fs] = Xs (A2.3)
Finalmente, una versión corregida del proceso MGB, asociada al comportamiento del precio
del activo que conserva la propiedad martingala, viene dada por









4.5.2. Estimación riesgo-neutral generalizada: Haahtela (2010)
Haahtela (2010) amplía la propuesta de Godinho (2006) al contemplar una valoración riesgo-
neutral generalizada para estimar el cambio de volatilidad en los diferentes periodos de tiem-
po. Su modelo utiliza la regresión por MCO para estimar el valor presente de los flujos de
caja libres (Vt) generados en las muestras aleatorias para cada t. Nuevamente, el análisis de
regresión estima la esperanza condicional de la variable dependiente (Vt), dadas las variables
independientes (Ft). A diferencia de los modelos anteriores, utiliza los estimadores de regre-
sión sobre Vˆt directamente en diferentes momentos, en lugar de estimar la volatilidad sobre
la variable k.
Al terminar la simulación, se construyen las ecuaciones de regresión para cada periodo Vt
como sigue
Vˆ1 = b0,1 + b1,1F1
Vˆ2 = b0,2 + b1,2F1 + b2,2F2
...
Vˆt = b0,t + b1,tF1 + b2,tF2 + ... + bt,tFt (4.29)
Estas ecuaciones permiten encontrar el valor estimado para Vt de acuerdo con los parámetros
de los flujos de caja libres, en los cuales se encuentra un error de estimación (diferencia entre
los valores estimados y los valores observados). Este error de estimación es medido como la














Como resultado, el modelo proporciona una estimación de volatilidad con ruido que lo vuelve
poco recomendable en la práctica al depender de los parámetros estimados de la simulación
de los flujos de caja. Si los parámetros cambian, la volatilidad también va a ser diferente, lo
cual implica que el procedimiento de estimación de la volatilidad tiene que repetirse muchas
veces para todos los periodos de tiempo hasta que se confirmen los parámetros del modelo.
A esta dificultad se suma el problema de especificación del modelo de regresión discutido en
la propuesta de Godinho (2006).
4.5.3. Estimación basada en el coeficiente de variación (CV)
Mun (2006) resalta la complejidad para la estimación de la volatilidad en las opciones reales,
como se evidencia en los modelos anteriores. Para evitar estas dificultades metodológicas,
señala que la volatilidad se puede estimar usando el coeficiente de variación (CV ) del valor
presente de los flujos de caja. El CV es una medida relativa de la dispersión que incorpora de
manera conjunta el riesgo y el rendimiento del valor presente proyecto (V0). Esta medida pue-












Se confirman, por tanto, los mismos resultados en ambos casos. Con estos parámetros se
construye el árbol trinomial para valorar las opciones call y put americanas.




















Como resultado, se encuentran los valores de las opciones americanas call: $5,78 y put:
$14,58. Por su parte, la estimación para las opciones de tipo europeo solo cambia un poco en
el caso de la opción put: $14,41. Asimismo, en ambos casos los resultados son mayores a los
obtenidos en el modelo BS (call = $5,31 y put = $13,94).
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relativo más estable frente al valor esperado de la estimación. De esta forma, la volatilidad
se calcula dividiendo la desviación estándar (σ) del valor presente de los flujos de caja libres




Aunque este modelo de estimación es mucho más sencillo en su implementación, Lewis et
al. (2008) señalan que este, al igual que todos los modelos anteriores, presenta limitaciones
que impiden servir como un modelo general de estimación al no incluir el riesgo asociado al
costo de la inversión, por lo cual, no incluye el efecto conjunto de todas las fuentes de incer-
tidumbre. De esta forma, los autores proponen un nuevo modelo de estimación utilizando la
tasa interna de retorno (TIR) para incorporar este último elemento.
Este modelo requiere el uso de la simulación de manera que todas las fuentes de incertidum-
bre pueden ser consideradas, al igual que en el modelo CA. Así, la volatilidad se expresa en





El resultado obtenido genera una mayor estimación de la volatilidad, en comparación con los
métodos anteriores, debido a la inclusión de riesgo de la inversión y, por ello, debe generar
un valor de la opción real más alto. Sin embargo, los autores indican que un método de
estimación no puede justificarse simplemente porque produce una volatilidad más alta o baja,
en cambio, resaltan la limitación de excluir fuentes de incertidumbre.
Además, el empleo de la TIR se realiza a fin de evitar los resultados inestables que produce el
análisis de valor presente de los flujos de caja libre cuando se calcula el coeficiente de varia-
ción con resultados cercanos a cero. Esta situación se presenta cuando los costos de inversión
tienden a ser muy grandes en comparación con los flujos de caja futuros del proyecto.
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La valoración de las opciones americanas call y put del ejemplo 2.5 se ajusta para implemen-
tar el modelo trinomial. Aquí, nuevamente, se tiene: S0 = $210, K = $220, σ = 21 %, r =
2,5 %, T = 0, 25. Además, por simplicidad, se toman dos intervalos de tiempo Δt = 0,125.
Aunque la solución es igual, se aplican los dos métodos presentados: 1) Método de Boyle y
2) Método de Clewlow y Strickland, para la estimación de los parámetros.

























2. Método de Clewlow y Strickland: a partir del conjunto de ecuaciones (2.52) se calculan






2 × 0,125 = 0,1050











qm = 1 −
(





Además, como las probabilidades deben sumar la unidad (1), entonces
qm = 1 − qu − qd (2.49)
Finalmente, como el valor de las opciones call y put (en cada nodo terminal del árbol) está
determinado por C = Max(ST −K, 0) y P = Max(K −ST , 0), entonces, su valor esperado
descontado en el momento Δt viene dado por
C = e−r×Δt(quCu + qmCm + qdCd) (2.50)
P = e−r×Δt(quPu + qmPm + qdPd) (2.51)
Al igual que en el modelo binomial, se puede hacer la distinción entre opciones europeas y
americanas como se mostró en la sección anterior.
Una propuesta alternativa a la solución de Boyle (1986), con resultados similares, se en-
cuentra en Clewlow y Strickland (1998). Aquí, se considera un activo cuyo proceso es-
tocástico aritmético, es decir, x = ln(St) en un contexto riesgo-neutral, viene dado por
dx = μ dt + σ dW , donde μ = r − 0,5σ2. De esta forma, el precio del activo puede man-
tenerse (igual) o, subir o caer en Δx, con probabilidades qm, qu o qd, respectivamente, como
muestra la figura 2.11.





Fuente: adaptado de Clewlow y Strickland (1998).
donde: Δx = σ
√
2Δt. La relación entre los parámetros del proceso estocástico en tiempo
continuo y el proceso trinomial se obtienen al igualar los momentos (media y varianza) en
cada intervalo de tiempo (Δt) y requiere que las probabilidades sumen la unidad (1).
E[Δx] = qu(Δx) + qm(0) + qd)(−Δx) = μΔt
E[Δx22] = qu(Δx2) + qm(0) + qd)(Δx2) = σ2Δt + μ2Δt
qu + qm + qd = 1
Capítulo 5
Valoración con múltiples incertidumbres
5.1. Modelos multidimensionales
En el capítulo anterior, se presentaron múltiples alternativas al problema de estimación de la
volatilidad (simple o consolidada) con el objetivo de estimar este parámetro y, con ello, reali-
zar la valoración de la opción real, por ejemplo, mediante la construcción del árbol binomial.
Bajo esta lógica, la(s) principal(es) fuente(s) de incertidumbre genera(n) un efecto sobre el
valor presente de la inversión (activo subyacente), el cual es modelado siguiendo una apro-
ximación del proceso estocástico del tipo MGB. En su aplicación, el modelo de valoración
CRR en tiempo discreto (o modelo binomial) provee un esquema de solución al problema de
valoración basado en la aproximación del proceso estocástico tomando solo dos estados (sube
o cae) con sus respectivas probabilidades (riesgo-neutral). Este modelo representa una aplica-
ción simple y directa y ha tenido gran acogida en el campo de valoración de opciones reales.
Sin embargo, la presencia de múltiples fuentes de incertidumbre, como es característico en
activos reales y proyectos de inversión, requiere de ajustes en el modelo de valoración.
Cuando existen múltiples fuentes (independientes) de incertidumbre es necesario reflejar el
efecto por separado de cada una a lo largo del tiempo. Por ejemplo, además de la incerti-
dumbre de mercado1, el proyecto puede enfrentarse a la incertidumbre tecnológica o a los
cambios en la regulación (Copeland y Antikarov, 2001). En este caso, todas las fuentes de
incertidumbre requieren un tratamiento adecuado, de tal forma que se identifiquen las deci-
siones óptimas disponibles, a fin de realizar una correcta valoración de la opción real. En este
contexto surgen los modelos multidimensionales. Bajo este esquema, el proceso estocástico
n-dimensional se aproxima a un proceso discreto multivariado que conserva las mismas pro-
piedades del modelo binomial, entre estas la propiedad de recombinación, siempre y cuando
el parámetro de volatilidad permanezca constante.
Así, el modelo CRR puede extenderse a un contexto n-dimensional. Sin embargo, se de-
1 Esta incertidumbre puede estar representada, por ejemplo, en el precio del producto final (Brennan y




El modelo trinomial fue propuesto por Boyle (1986), como una extensión del modelo bino-
mial propuesto por Cox et al. (1979), para valorar opciones europeas y americanas sobre un
solo activo subyacente, es decir, en un contexto 1-dimensional25. En este caso, se asume que
el proceso del precio de la acción (S)(0≤t≤T ), definido en el espacio de probabilidad (Ω, F, P )
con Ω = (ω1, ω2, ω3), en un momento de tiempo futuro (t = T ) puede: i) subir a SuT en el es-
tado ω1 con probabilidad pu; ii) mantenerse en SmT = S0 en el estado ω2 con probabilidad pm;
o iii) caer a SdT en el estado ω3 con probabilidad pd. El árbol trinomial del activo subyacente
(para un solo periodo) se muestra en la figura 2.10.







Ahora, para la estimación de las probabilidades riesgo-neutral se debe garantizar que los dos
primeros momentos (media y varianza) de la distribución discreta del proceso estocástico del
activo subyacente (S) coincidan con la distribución continua. En la solución propuesta, Boyle
(1986) encuentra que los movimientos (u y d), como extensión a la solución de Cox et al.




































25 Este tipo de desarrollos puede extenderse a un contexto bidimensional, es decir, para valorar opciones
pactadas sobre dos activos subyacentes correlacionados. Sin embargo, los modelos multidimensionales permiten
alcanzar una mejor eficiencia, en comparación con el árbol bidimensional, como será presentado más adelante.
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be señalar que la presencia de un mayor número de incertidumbres aumenta el problema
de dimensionalidad (Kamrad y Ritchken, 1991; Herath y Kumar, 2006). Si cada fuente de
incertidumbre sigue un proceso MGB tal que
dSi/Si = μi dt + σi dWi ; i = 1, ..., n (5.1)
donde, Si representa la i-ésima fuente de incertidumbre, μi y σi corresponden a la tasa de
crecimiento instantánea y volatilidad de cada una, y dW representa un proceso estándar de
Wiener, donde dWi y dWj están correlacionados E[dWi dWj] = ρij dt.
En su aplicación, algunos métodos tratan de aproximar la distribución log-normal bivariada a
una distribución discreta generalizada en un contexto n-dimensional. En este campo se iden-
tifican, principalmente, los modelos propuestos por Boyle, Evnine y Gibbs (1989), Kamrad
y Ritchken (1991), Herath y Kumar (2006)2, los cuales se presentan a continuación.
5.1.1. Modelo de Boyle, Evnine y Gibbs (1989)
La primera propuesta de valoración n-dimensional se identifica en Boyle et al. (1989) y es
conocida como modelo BEG. El modelo BEG surge como una extensión del trabajo de Boy-
le (1988), quien introduce el modelo de valoración de opciones cuando hay dos variables de
estado subyacentes (modelo bidimensional), al generalizar para n variables de estado. Boyle
(1988) desarrolló una idea básica para valorar cualquier reclamación contingente cuyo pa-
yoff es una función lineal por partes de dos variables de estado subyacentes, siempre que
estas tengan una distribución log-normal bivariada. Bajo esta lógica, construye un árbol bi-
dimensional con cinco movimientos (ramas) que representan la dinámica de los dos activos
subyacentes, acompañado de sus respectivas probabilidades riesgo-neutral.
Esta idea es generalizada en el modelo BEG, donde se asume que la distribución conjunta
del proceso discreto n-dimensional cuenta con las propiedades del esquema de discretización
del modelo CRR y, por tanto, los momentos de la distribución discreta coinciden con la
distribución continua3. Una primera aproximación a esta propuesta se presenta inicialmente
para 2 activos, al igual que Boyle (1988) y luego se generaliza para n activos, donde se
asume que cada uno sigue el proceso descrito en la ecuación 5.1. Así, la fórmula general de
valoración para un activo contingente (V ) cuyo payoff depende de n activos subyacentes,


















2 Además de estos se encuentran modelos alternativos propuestos por Nelson y Ramaswamy (1990), Ekvall
(1996), este último conocido como modelo NEK, los cuales buscan mejorar la convergencia en la estimación y
evitar la presencia de probabilidades negativas. También, se encuentran las propuestas de Korn y Muller (2009)
y Gamba y Trigeorgis (2007) que serán presentadas más adelante.
3 La dinámica de un proceso de tiempo discreto converge con el proceso en tiempo continuo, lo que aumenta
el número de pasos o intervalos de tiempo (Δt), al igual que su función de distribución. La convergencia en
la función de distribución es una condición suficiente para aproximar el valor de la opción estimado a su valor
verdadero, siempre que el payoff de la opción sea una función limitada de los precios de los activos subyacentes.
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pecto a la opción call europea, en la opción put americana se encuentra un resultado mayor
en $0,11, es decir, PA = $13,92. Si se denota con CE y PE a las opciones call y put euro-
peas, respectivamente, se puede establecer la siguiente relación entre el valor de las opciones
europeas y americanas:
CA  CE, PA  PE
Es decir, el valor de las opciones americanas debe ser mayor o igual al valor de las opciones
europeas para un mismo subyacente, un mismo precio de ejercicio y un mismo vencimiento.
Esto se presenta porque las opciones americanas pueden ser ejercidas en cualquier instante t
antes de su vencimiento, por tanto, se debería pagar más por ellas. Al revisar los resultados de
las valoración anterior se encuentra que solo la opción put americana tiene un mayor valor.
Ahora, al igual que en el modelo multiperiodo se realiza un ejercicio de valoración de las
opciones call y put americanas para diferentes tamaños de intervalo, comparando en cada
caso con los resultados de valoración de las opciones call y put europeas. De esta forma, se
utilizan tamaños de intervalo (Δt) distintos para representar semanas y días, las diferencias
anteriores se reducen aún más. La tabla 2.2 resume este ejercicio de valoración.
Tabla 2.2: Opciones europeas y americanas para diferentes precios de ejercicio
Call americana Call europea
Precio de ejercicio 3 12 60 3 12 60
200 15,18 15,37 15,36 15,18 15,37 15,36
210 10,18 9,25 9,36 10,18 9,25 9,36
220 5,18 5,38 5,33 5,18 5,38 5,33
230 2,75 2,83 2,76 2,75 2,83 2,76
240 1,49 1,24 1,3 1,49 1,24 1,30
Put americana Put europea
Precio de ejercicio 3 12 60 3 12 60
200 4,03 4,19 4,13 3,93 4,14 4,11
210 8,98 8,1 8,19 8,87 7,95 8,05
220 13,92 14,21 14,16 13,81 14,01 13,95
230 21,91 21,78 21,70 21,32 21,40 21,33
240 30,62 30,43 30,42 30,00 29,74 29,80
Fuente: elaboración propia.
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Para dos activos subyacentes, cuyos precios vienen dados por Si (ecuación 5.1), donde i=1,2,
se encuentra que en el momento de tiempo futuro T sus resultados al alza (crecimiento)
y a la baja (decrecimiento) están determinados por Si,0 × ui y Si,0 × di, respectivamente.
Si el periodo analizado se divide en n intervalos (o pasos) de tamaño Δt y su coeficiente
de correlación es ρi,j , su función de distribución continua se aproxima a un proceso de 4
movimientos (figura 5.1), donde, al igual que el modelo CRR: ui = eσi
√
h y di = e−σi
√
h.







Ahora, las probabilidades se determinan para los cuatro movimientos de la distribución dis-
creta, los cuales convergen a la distribución continua cuando h tiende a cero (tabla 5.1).
Tabla 5.1: Parámetros de la función distribución
Movimiento Probabilidad Precios del activo
u1, u2 p1 = puu S1u1, S2u2
u1, d2 p2 = pud S1u1, S2d2
d1, u2 p3 = pdu S1d1, S2u2
d1, d2 p4 = pdd S1d1, S2d2
Fuente: elaboración propia.
Para ello, se utiliza la función generadora de momentos. Sin embargo, su implementación
requiere la transformación de la distribución log-normal de S1 y S2 a distribuciones normales.
Si Si,0 representa el precio actual (t = 0) de los dos activos y Si,1, los cuatro posibles valores






; i = 1, 2
Entonces, la función característica es
ψh(θ1, θ2) = E[e(iθ1R1+iθ2R2)] (5.3)
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La ecuación (2.44) se utiliza hasta llegar al momento de valoración (t = 0) donde se obtiene
el valor de la opción PA.
Ejemplo 2.5
Tomando el mismo ejemplo 2.3 del modelo multiperiodo, se ajusta el árbol binomial para
incorporar la posibilidad de ejercicio de las opciones call y put en cada nodo antes de su
vencimiento. Si se toma, por ejemplo, un Δt = 1 mes = 0,0833, los parámetros del árbol
binomial siguen siendo los mismos: u = 1, 0625, d = 0, 9412, qu = 0, 5020 y qd = 0, 4980,
al igual que el factor de descuento e−0,025×0,0833 = 0,9979. Con estos parámetros se tiene el
mismo árbol binomial del subyacente y los árboles de las opciones call y put.


























Mientras que para la opción call americana el valor sigue siendo el mismo (CA = $5,18) res-
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Así, para los cuatro saltos se tiene
ψh(θ1, θ2) = p1 E[e(i
√





h(−θ1σ1+θ2σ2)] + p4 E[e(i
√
h(−θ1σ1−θ2σ2)]
Al usar la expansión de Taylor e igualar la distribución discreta con su distribución continua

























































donde, μi = r − 0,5σi, ∑mi=1 pm = 1 y m = 2n es el número de los distintos estados en cada
h.





















Para m = 1, 2, .., 2n, n  2, y
xim =
{
1 si el activo i tiene un salto al alza en el estado m
−1 si el activo i tiene un salto a la baja en el estado m
xmij =
{
1 si los activos i y j tienen un salto en la misma dirección
−1 si los activos i y j tienen un salto en direcciones opuestas
Una forma análoga de implementar el modelo es desarrollada por el enfoque piramidal (para
más detalles ver Clewlow y Strickland, 1998). Al modelar dos activos correlacionados cuyos
procesos vienen dados por dSi/Si = μi dt + σi dWi i = 1, 2, donde, μi = r − 0,5σi y
E[dWi dWj] = ρ dt, entonces, la evolución conjunta de los procesos S1 y S2 se modela
mediante un árbol bidimensional o de dos estados como muestra la figura 5.2, o alternativa-
mente, mediante un árbol del proceso bidimensional aritmético, donde xi = ln(Si), como
muestra la figura 5.3.
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Put = $14,19
Aunque estos resultados son muy cercanos a los valores obtenidos mediante el modelo BS
(call = $5,31 y put = $13,94), un aumento del número de simulaciones, por ejemplo a
100.000, permitirá reducir aún más estas diferencias. En este caso, se encuentra un valor de
las opciones call y put de $5,32 y $13,95, respectivamente. Cabe aclarar que la implemen-
tación de muestras simuladas de gran tamaño se vuelve bastante dispendiosa en la hoja de
cálculo (Excel), por tanto, se recomienda acudir a programas más robustos como Matlab o R.
2.4. Opciones americanas
El análisis de valoración anterior, utilizado para valorar opciones de tipo europeo, se extien-
de a aquellas opciones call y put que pueden ser ejercidas en cualquier momento antes de
su vencimiento, es decir, opciones americanas. Este marco de valoración será presentado a
continuación a partir del modelo binomial multiperiodo. Una ventaja importante del modelo
binomial frente al modelo BS, es que estas opciones americanas pueden ser valoradas con los
mismos principios desarrollados atrás, bajo un esquema de aplicación simple e intuitivo. Esta
aplicación requiere un pequeño ajuste en el proceso de inducción hacia atrás, de tal forma
que al descontar para cada nodo del árbol y en cada intervalo de tiempo (Δt) se incorpore la
posibilidad de ejercicio de la opción. Así, la valoración según la ecuación (2.19) se ajusta al
separar los nodos del árbol del vencimiento y los nodos para cada Δt antes del vencimiento.
Para una opción call americana (CA)24 se tiene:
i) Al vencimiento, para cada nodo:
CAT = Max(ST − K, 0) (2.41)
ii) Antes del vencimiento, para cada nodo:
CAt = Max [e−r×Δt (qu Cu + qd Cd); St − K] (2.42)
La ecuación (2.42) se utiliza hasta llegar al momento de valoración (t = 0) donde se obtiene
el valor de la opción CA.
Para una opción put americana (PA) se tiene:
i) Al vencimiento, para cada nodo:
PAT = Max(K − ST , 0) (2.43)
ii) Antes del vencimiento, para cada nodo:
PAt = Max [e−r×Δt (qu Pu + qd Pd); K − St] (2.44)
24 Esta notación se toma con el propósito de diferenciarlas de las opciones europeas.
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Figura 5.2: Árbol bidimensional
u1S1, d2S2
u1S1, u2S2






Fuente: adaptado de Clewlow y Strickland (1998).
Figura 5.3: Árbol bidimensional aritmético (xi = ln(Si))
x1 + Δx1, x2 − Δx2
x1 + Δx1, x2 + Δx2
x1, x2 x1 − Δx1, x2 + Δx2





Fuente: adaptado de Clewlow y Strickland (1998).
Aquí, las probabilidades vienen determinadas por el conjunto de ecuaciones (5.7).

















Como los demás supuestos del modelo BS se mantienen en la simulación, el resultado de la
simulación converge a la solución analítica.
Ejemplo 2.4
Al igual que en los ejemplos 2.1 a 2.3, se quiere valorar las opciones call y put europeas
sobre la acción de Apple usando la técnica de simulación de Monte Carlo. En este caso, se
sabe que la acción cotiza a un precio de $210 dólares (S0), el precio de ejercicio es de $220
dólares (K), el vencimiento (T ) es de 3 meses (0,25 años), la volatilidad es del 21% (σ) y la
tasa de interés libre de riesgo de este mercado es de 2,5% (r).
Para implementar este modelo, primero se generan 1.000 trayectorias del proceso estocás-
tico del precio de la acción de t = 0 a T a partir de la ecuación (2.38), donde se toma un
intervalo diario (Δt = 0,0042). Esta representación de los precios simulados puede hacerse
directamente sobre el precio de la acción al vencimiento (ST ) o a partir de su modelación para
intervalos de tiempo de tamaño Δt. La figura 2.8, representa algunas trayectorias simuladas
del precio, para lo cual se utilizó la hoja de cálculo de Excel.
Figura 2.8: Simulación del precio de la acción
Fuente: elaboración propia.












Max(K − ST ; 0) = $14,28
Finalmente, los valores promedio C¯T y P¯T se descuentan con la tasa de interés libre de riesgo
(r = 2,5 %) para estimar el valor de la opción en t = 0. Para ello, se usa la ecuación (2.40).
De esta forma, se encuentra que el valor de las opciones call y put es
Call = $5,58
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donde, Δx1 = σ1
√
Δt y Δx2 = σ2
√
Δt. Es importante aclarar que el tamaño de los factores
de subida y caída son iguales a Δx en ambos casos, y los momentos de la distribución discreta
(medias y varianzas), junto con las probabilidades riesgo-neutral (p), de forma análoga al
modelo binomial, deben ser tales que la distribución de probabilidad discreta converje a la
distribución lognormal bivariada, cuando el tamaño del intervalo de tiempo Δt tiende a cero.
E[Δx1] = (puu + pud)Δx1 − (pdu + pdd)Δx1 = μ1Δt
E[Δx21] = (puu + pud)Δx21 − (pdu + pdd)Δx21 = σ21Δt
E[Δx2] = (puu + pud)Δx2 − (pdu + pdd)Δx2 = μ2Δt
E[Δx22] = (puu + pud)Δx22 − (pdu + pdd)Δx22 = σ22Δt
E[Δx1Δx2] = (puu − pud − pdu − pdd)Δx1Δx2 = ρσ1σ2Δt
Además, si cada nodo del árbol está identificado de la forma (i, j, k), los cuales indican el
paso del tiempo i, el nivel j en el activo 1 y el nivel k en el activo 2, se tiene que
S1;i,j,k = S1ejΔx1
S2;i,j,k = S2ekΔx2
Finalmente, una opción de margen (spread) call4 americana con precio de ejercicio K y
vencimiento T pactada sobre la diferencia de los activos S1 y S2 está determinada por
max(S1,T − S2,T − K) (5.8)
Este modelo representa la primera extensión del modelo CRR a múltiples subyacentes. Sin
embargo, como indican Kamrad y Ritchken (1991) y Gamba y Trigeorgis (2007), este modelo
presenta algunas características no deseables, como la posibilidad de obtener probabilidades
negativas y una convergencia lenta, lo que lo convierte en un modelo de aplicación poco efi-
ciente.
Ejemplo 5.1
Considere una opción call spread americana cuyo payoff depende de dos activos correlacio-
nados. Se sabe que al momento de la valoración (t = 0): S1,0 = S2,0 = 100, K = 1, σ1 = 0, 2,
σ2 = 0,3 ρ12 = 0,4, r = 0,08, T = 0, 1667 años (2 meses) con 1 paso (Δt = 0,1667). A
partir de esta información, se sabe que los parámetros u1, d1, u2 y d2 vienen dados por
4 Una opción de margen es un tipo de opción que deriva su valor de la diferencia, o margen, entre los precios
de dos o más activos.
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2.3. Valoración por simulación de Monte Carlo
La simulación de Monte Carlo (MC) surge como una técnica de integración numérica23. Esta
técnica ha demostrado ser una herramienta valiosa para la valoración de opciones cuando
no existen soluciones con fórmulas cerradas o expresiones analíticas (Boyle, 1977; Broadie
y Glasserman, 1996). Para desarrollar la valoración de la opción a partir de la técnica de
simulación MC, según Broadie y Glasserman (1996) se requiere aplicar un proceso sencillo
que consta de los siguientes pasos:
Modelación del activo subyacente de t = 0 a t = T , donde T es la fecha de vencimiento
de la opción. Aquí, se genera un número grande (miles) de caminos aleatorios del activo
subyacente hasta el momento T (ST ), bajo la medida de probabilidad riesgo-neutral.
Cabe resaltar que la tasa de deriva del proceso del activo subyacente, como se muestra
en la ecuación (2.3), se cambia por la tasa de interés libre de riesgo, de forma que la
EDE usada para modelar ST viene dada por
dS/S = r dt + σ dW (2.37)
y la aproximación en tiempo discreto del proceso log-normal de St (ecuación (2.4))
St = S0 exp
[(







donde: Z ∼ N(0, 1).
Calcular el valor de la opción a partir de su payoff para el precio del subyacente en T
(ST ).
Repetir los pasos anteriores un número de veces significativamente grande.







donde: VT es el valor de la opción en el momento T , el cual está determinado por su
payoff. Por ejemplo, para una opción call se tiene C = Max(ST −K; 0), mientras que
para la opción put se tiene P = Max(K − ST ; 0).
Descontar el valor anterior usando la tasa de interés libre de riesgo para encontrar el
valor de la opción en t = 0. Recordemos que el valor de la opción en un momento
t = 0 se estima como el valor esperado de un flujo que promete pagar el activo bajo
una medida de probabilidad riesgo-neutral (Q)
Vt = e−r (T−t)EQ(VT ) (2.40)
donde: Vt es el valor de la opción en el momento t.
23 Se entiende que la integral de una función puede ser interpretada como el valor esperado de una variable






Asimismo, se estiman las probabilidades usando el conjunto de ecuaciones (5.5) o (5.7). La
tabla 5.2 resume los resultados.
Tabla 5.2: Probabilidades riesgo-neutral del modelo BEG
puu pud pdd pdu
0,3925 0,1687 0,1313 0,3075
Fuente: elaboración propia.
Ahora, para cada nodo del árbol el valor de la opción C está determinado por la ecuación
(5.8). De esta forma, se encuentra que el valor de la opción es C = $2,68.
5.1.2. Modelo de Kamrad y Ritchken (1991)
El modelo propuesto por Kamrad y Ritchken (1991) (en adelante modelo KR), extiende el
trabajo previo de Boyle et al. (1989) usando los mismos principios, pero incorpora un movi-
miento horizontal, el cual transforma el modelo binomial subyacente en un modelo trinomial.
En su extensión, el salto horizontal se obtiene agregando una constante λ en la fórmula del
tamaño del salto, es decir, ui = eσi
√
h se convierte ahora en ui = eλiσi
√
h. Como resultado,
el modelo KR agrega una probabilidad adicional al conjunto de probabilidades del modelo
BEG, la cual representa la probabilidad de que no haya movimiento alguno (p0). Si λ = 1, el
modelo KR genera un resultado equivalente al modelo BEG y, por tanto, p0 = 0.





























Para m = 1, 2, .., 2n; n  2 y λ  1. Además, θi = μi/σi y p0 = 1 − 1λ2 . De esta forma, el





La aplicación del modelo KR al ejemplo 5.1 presenta diferencias en materia de estimación de
las probabilidades y del valor de la opción si λ > 1, de lo contrario el resultado es equivalente
al modelo BEG. La tabla 5.3 presenta la estimación de las probabilidades para diferentes
valores de λ y el valor de la opción en cada caso.
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Esta expresión representa una forma directa de llegar al valor de la opción, la cual aplica de
manera análoga para la opción put.
Una ventaja adicional de esta ecuación es que puede reexpresarse para compararla con la
fórmula BS. Ahora, como la opción call solo será ejercida en aquellos escenarios donde el
precio del activo subyacente supera al precio de ejercicio, la sumatoria anterior se aplica a






De esta forma se tiene


























Al reordenar algunos términos se encuentra
C0 = S0 B (k  a | n, qˆu) − K e−r×TB (k  a | n, qu) (2.35)
donde: B (k  a | n, qˆu) denota la probabilidad binomial con parámetros n y qˆu, de forma
que la primera sumatoria de la ecuación (2.34) representa la probabilidad acumulada a par-
tir del valor a, mientras que la segunda sumatoria representa la probabilidad binomial con
parámetros n y qu. Si












De forma análoga, el valor de la opción put viene determinado por
P0 = K e−r×T (1 − B (k  a | n, qu)) − S0 (1 − B (k  a | n, qˆu)) (2.36)
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Tabla 5.3: Probabilidades riesgo-neutral del modelo KR
λ puu pud pdu pdd p0 Opción (C)
λ = 1 0,3925 0,1687 0,1313 0,3075 N/A $3,28
λ = 1, 1 0,3486 0,1616 0,1276 0,2713 0,0909 $3,12
λ = 1, 2 0,3132 0,1545 0,1233 0,2423 0,1667 $2,96
Fuente: elaboración propia.
Para ello, la ecuación (5.9) se ajusta para estimar las probabilidades en el caso de dos activos.

















































































p0 = 1 − 1
λ2
(5.10e)
Un aspecto importante del modelo KR es el valor del parámetro λ, lo cual puede representar
una dificultad en su aplicación, dado que los autores no proveen propuesta alguna para su esti-
mación, es decir, este se determina de forma arbitraria, lo que genera dificultades y sesgos en
su implementación. Por ejemplo, Herath y Kumar (2006) muestran que un λ superior a 1,5
genera valores de la opción significativamente diferentes de la solución analítica. Además,
ellos encuentran que el modelo KR ignora los términos de orden superior del paso de tiem-
po h al aproximar el cálculo de las probabilidades y, en algunos casos, obtienen resultados
negativos.
5.1.3. Modelo de Herath y Kumar (2006)
Para corregir el problema anterior, Herath y Kumar (2006) proponen límites para el parámetro
de λ y el coeficiente de correlación ρ (este ajuste se identificará como modelo HK). Los
autores proporcionan intervalos donde las probabilidades generadas siempre serán factibles y
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Tabla 2.1: Valor de la opción para diferentes precios de ejercicio y Δt
Opción call
Número de intervalos
Precio de ejercicio BS 1 3 12 60
200 15,33 16,64 15,18 15,37 15,36
210 9,43 11,63 10,18 9,25 9,36
220 5,31 6,63 5,18 5,38 5,33
230 2,73 1,63 2,75 2,83 2,76
240 1,28 0,50 1,49 1,24 1,30
Opción put
Número de intervalos
Precio de ejercicio BS 1 3 12 60
200 4,08 5,39 3,93 4,14 4,11
210 8,13 10,33 8,87 7,95 8,05
220 13,94 15,26 13,81 14,01 13,95
230 21,30 20,19 21,32 21,40 21,33
240 29,79 28,50 30,00 29,74 29,80
Fuente: elaboración propia.
2.2.3. Generalización del modelo binomial
En la construcción del modelo binomial de un solo periodo se tiene que el valor de una
opción call cuyo valor en t = 1 es contingente (una función) al precio del activo riesgoso en
cada estado de naturaleza, el cual viene determinado por su payoff : CT = Max(ST − K, 0).
Como el precio del activo subyacente en T (t = 1) puede subir a u S0 o caer a d S0, entonces
mediante el payoff se obtiene el valor de la opción (Cu = Max(u S0 − K, 0) y Cd =
Max(d S0 − K, 0)). Por tanto, el valor de la opción en el momento t = 0 viene dado por su
valor esperado bajo la medida de probabilidad riesgo-neutral (qu y qd) descontado a la tasa
libre de riesgo r
C0 = e−r×T [qu Cu + qd Cd]
Si este proceso binomial multiplicativo se extiende para n intervalos de tamaño Δt, como se
mostró en la sección anterior (modelo multiperiodo), pero ahora se considera un número de
movimientos ascendentes k del activo subyacente, siguiendo a Cox et al. (1979), el payoff de
la opción call se puede escribir como
Max(ukdn−kS0 − K, 0) (2.32)
De tal forma que, al usar la probabilidad binomial se puede obtener el valor de la opción en















definen un método de estimación de λ. Este ajuste implica que ahora las probabilidades para



























Para m = 1, 2, .., 2n, n  2, θi = μi/σi, y
p0 = 1 −
(





1 + θ2i Δt
Ejemplo 5.3
Al igual que en el modelo KR, se utilizan los parámetros indicados en el ejemplo 5.1 para
aplicar el modelo HK. La tabla 5.4 presenta la estimación de las probabilidades. Aquí, la
ecuación (5.11) se ajusta para estimar las probabilidades en el caso de dos activos. Estas























































































Tabla 5.4: Probabilidades riesgo-neutral del modelo HK
θ1 θ2 λ1 λ2 puu pud pdu pdd p0
0,3 0,117 1,007 1,001 0,3929 0,1679 0,1309 0,3083 0,00
Fuente: elaboración propia.
En su aplicación se encuentra una pequeña diferencia con los resultados del modelo BEG.
Finalmente, el valor de la opción es $3,28.
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Como se observa en los árboles, al aumentar el número de intervalos, el valor de las opciones
call y put desciende respectivamente a $5,18 y $13,81. Ahora estos son mucho más cercanos
a los resultados del modelo BS (call = $5,31 y put = $13,94) con una diferencia de −$0,13
en cada caso. Si este mismo ejercicio se repite, pero ahora con intervalos de tiempo más pe-
queños, por ejemplo, semanas o incluso días22, las diferencias anteriores se reducen aún más.
La tabla 2.1, resume el ejercicio de valoración tomando diferentes tamaños en el intervalo
de tiempo (Δt) y para diferentes precios de ejercicio de la opción (tanto inferiores como su-
periores), con el objetivo de evaluar la aproximación del modelo binomial multiperiodo al
resultado de valoración que proporciona la fórmula BS.
22 Para efectos de esta aplicación se toma un número aproximado de días hábiles dentro del vencimiento de
la opción (3 meses). Este corresponde a 60 días.
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5.2. Opciones reales con múltiples incertidumbres
En el contexto de los activos reales y proyectos de inversión, la presencia de múltiples fuentes
de incertidumbre genera efectos considerables sobre los flujos de caja y, por tanto, en el valor
presente de la inversión, como sucede con: i) las incertidumbres de mercado (el precio del
producto final, la demanda, los costos operativos, la tasa de cambio, las tasas de interés, etc.);
ii) la incertidumbre tecnológica, entre otros. Si el efecto de cada variable es significativo, o
si no es posible su estimación consolidada5 se debe acudir a los modelos multidimensiona-
les. Copeland y Antikarov (2001) argumentan que no siempre es recomendable estimar la
volatilidad consolidada para luego implementar el modelo de valoración (el árbol binomial),
sino que es necesario modelar cada fuente de incertidumbre por separado buscando reflejar
su dinámica y efectos (explícitos) sobre el valor de la inversión. De esta forma, se logra una
implementación correcta del ROA y, con ello, la toma de decisiones de inversión óptimas.
La implementación de un modelo multidimensional nos lleva a la valoración de opciones
reales muchos más complejas, por ejemplo, las opciones rainbow o arcoíris. En este con-
texto surgen los modelos n-dimensionales (cuatrinomial, pentanomial, hexanomial, etc.) de
acuerdo con los modelos presentados en la sección anterior (modelos BEG, KR y HK).
5.2.1. Opciones reales arcoíris
Las opciones que dependen de múltiples subyacentes se conocen como opciones arcoíris
(rainbow). Una opción arcoíris se puede definir como aquella cuyo payoff depende de más
de un activo subyacente, similar a las opciones spread presentadas en la sección anterior.
También se encuentran las opciones basket que, aunque dependen de múltiples subyacentes,
se diferencian en la forma de determinar su payoff, el cual se estima al ponderar cada uno de
los activos subyacentes6.
Una característica importante de las opciones arcoíris es que la modelación de cada variable
(incertidumbre) se hace de forma separada, aunque se asuma el mismo proceso estocástico a
lo largo del tiempo, donde cada una impacta de forma diferente los flujos de caja y, por tan-
to, su valor presente, e independientemente de que estas se encuentren o no correlacionadas.
Aquí, la dinámica propia de cada incertidumbre se modela siguiendo un proceso estocástico
del tipo MGB. Para ello, se recomienda, al igual que en las opciones financieras, tomar su
volatilidad histórica (σi), estimada como la desviación estándar del cambio porcentual de una
serie de precios, o como alternativa, es posible tomar la volatilidad implícita en caso de con-
tar con la información disponible. Esto es equivalente, como indicaron Boyle et al. (1989), a
5 En el capítulo 4 se presentaron modelos que permiten estimar el efecto conjunto de todas las incertidumbres
en una sola estimación, tal es el caso del modelo propuesto por Copeland y Antikarov (2001). Sin embargo, esta
estimación no siempre es posible o recomendable. Además, no hay que olvidar que, aunque se usa un parámetro
consolidado de volatilidad, la variabilidad total de los flujos de caja y de su valor presente es una función de
todas las incertidumbres relacionadas.
6 Para más detalles ver Rubinstein (1991).
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Ahora, al resolver para Cu y Cd se tiene
Cu = e−r×Δt [qu Cuu + qd Cud] (2.29)
Cd = e−r×Δt [qu Cud + qd Cdd] (2.30)
Finalmente, el valor de la opción call es
C0 = e−r×Δt [qu Cu + qd Cd] (2.31)
Esta misma lógica aplica para la opción put y puede extenderse para n intervalos de tiempo.
Ejemplo 2.3
Ahora, si el tiempo de vida de la opción de 3 meses (0,25 años) se fracciona en intervalos de
tamaño equivalentes a un mes, se tiene que Δt = 1 mes = 0,0833 años. Los parámetros del









1,0625 − 0,9412 = 0,5020
qd =
1,0625 − e0,025×0,0833
1,0625 − 0,9412 = 0,4980
Adicionalmente, para facilitar el cálculo del valor de la opción en cada Δt, se puede estimar
un factor de descuento equivalente a e−0,025×0,0833 = 0,9979, el cual se utilizará en cada nodo
del árbol dentro del proceso de inducción hacia atrás hasta llegar a t = 0.
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conocer la distribución conjunta generada por los dos movimientos de subida (u) y caída (d)
de cada incertidumbre.
Opción arcoíris con dos incertidumbres correlacionadas: modelo cuatrinomial
El modelo cuatrinomial es un modelo binomial con dos variables de estado, es decir, su pafoff
viene determinado por dos fuentes de incertidumbre correlacionadas: precios (P ) y cantidad
demandada (Q), en la que cada incertidumbre sigue un proceso estocástico del tipo MGB.
dP/P = μP dt + σP dWP (5.13)
dQ/Q = μQ dt + σQ dWQ (5.14)
De esta forma, el activo subyacente (el valor presente de la inversión: V0) es afectado por las
dos incertidumbres, donde su dinámica depende del movimiento de cada una de estas (uP ,
dP , uQ y dQ) y su correlación (ρ). Por tanto, se encuentran cuatro posibles combinaciones
para el subyacente, como muestra la figura 5.4.












b) Árbol de la opción real arcoíris
Fuente: elaboración propia.
En presencia de dos fuentes de incertidumbre, para cada Δt se tienen 4 nodos en el árbol, es
decir, se tiene un árbol cuatrinomial7. En el contexto de las opciones reales arcoíris, el valor
del subyacente (valor presente), para cada nodo del árbol, se determina como el producto de
los parámetros u y d de cada incertidumbre y su valor en el momento anterior, por ejemplo,
para t = 1 se parte desde V0. Significa que si se presenta el estado de crecimiento (u) para
P y Q en el primer intervalo de tiempo, V uPuQ se determina como: V0 × uP × uQ. Esta
misma dinámica se aplica para los demás nodos del árbol y en cada intervalo (Δt) de un
árbol multiperiodo.
Ahora, el valor de la opción real arcoíris se determina aplicando el proceso de inducción
hacia atrás, al igual que en el árbol binomial. Aquí, por ejemplo, en el nodo superior del árbol
7 El modelo cuatrinomial es equivalente a un modelo binomial de dos variables. Este nuevo árbol tiene, para
cada nodo, cuatro ramas, a diferencia de las dos ramas que presenta el árbol binomial.
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Para la opción put, se tiene que las cantidades δ y γ son
δ = $0 − $30,93$210 × (1,1107 − 0,9003) = −0,70
γ = 1,1107 × $30,93 − 0,9003 × $0
e0,025×0,25(1,1107 − 0,9003) = 162,28
y el valor de la opción put es
Put = 162,28 + (−0,70) × $210 = $15,26
Cabe recordar que ambos métodos llevan al mismo resultado. Sin embargo, estos resultados
difieren un poco del modelo BS (call = $5,31 y put = $13,94), al presentar una diferencia
de $1,32 en cada caso. Esta diferencia se explica por el número de intervalos que se tomaron
para la construcción del árbol binomial. Al fraccionar el vencimiento total de la opción en pe-
queños intervalos de tiempo, es posible lograr una mejor aproximación del resultado anterior.
En este caso nos encontraremos en el modelo multiperiodo.
2.2.2. Modelo multiperiodo
Al extender este modelo al contexto multiperiodo, se tiene que el vencimiento de la opción
(T ) se divide en n intervalos de tiempo con tamaño Δt, donde Δt representa el paso discreto
de un intervalo de tiempo t a otro, para todo t ∈ [0, T ]. Si un y dn representan los factores
multiplicativos de crecimiento y descenso del precio de la acción para cada Δt, definidos
en un espacio de probabilidad finito (Ω,F , P ), con Ω = (ω1, ω2), entonces el precio en un
momento Δt + 1 estará dado por Sn(t+Δt) = un SnΔt y Sn(t+Δt) = dn SnΔt.
Por ejemplo, para n = 2 intervalos se encuentra que el precio del activo subyacente S puede
tener la dinámica presentada en la siguiente figura, donde udS0 = duS0, es decir, el árbol
binomial mantiene la propiedad de recombinación. Lo anterior implica que los factores mul-
tiplicativos u y d son iguales para cada Δt21 y, por tanto, las probabilidades riesgo-neutral
(qu y qd) no cambian. De forma análoga, se presenta el árbol de la opción call.
Los valores Cuu, Cud y Cdd del vencimiento vienen dados por
Cuu = Max(u2 S0 − K, 0)) (2.26)
Cud = Max(ud S0 − K, 0) (2.27)
= Max(du S0 − K, 0)
Cdd = Max(d2 S0 − K, 0) (2.28)
21 Esta propiedad se cumple cuando la volatilidad del activo subyacente permanece constante para todo el
periodo de valoración.
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de la opción (Cu1u2) se encuentra que su valor está determinado por:
Cu1u2 = max(V0u1u2 − K, 0)
La misma dinámica se aplica para los demás nodos del árbol.
Ejemplo 5.4
Se tiene un proyecto de inversión con valor presente de $145 millones (VP = $145) y con una
inversión requerida de $125 millones para un periodo de 2 años, y que además se ve afectado
por dos fuentes de incertidumbre: el precio del producto final (P ) y la cantidad demandada
(Q). Se asume que ambas fuentes de incertidumbre siguen un proceso estocástico del tipo
MGB, como se indica en las ecuaciones (5.13) y (5.14). Además, se sabe que σP = 0,15
y σQ = 0,1 representan las volatilidades de ambos procesos y la correlación entre estas es
ρPQ = 0,4. Cabe resaltar que en el ejercicio de valoración riesgo-neutral el parámetro μi
debe sustituirse por r − 0,5 σi para cada una, donde r = 0,05. A partir de esta información se
estiman los parámetros de crecimiento (u) y de decrecimiento (d) de las dos incertidumbres
y se construye el árbol cuatrinomial del subyacente (figura 5.5).














r − 0,5σP : 0,0388
uP : 1,1618
dP : 0,8607





En su aplicación, el primer paso del modelo binomial corresponde al cálculo de los paráme-









1,1107 − 0,9003 = 0,5035
qd =
1,1107 − e0,025×0,25
1,1107 − 0,9003 = 0,4964
Con estos parámetros se procede a construir el árbol binomial para el activo subyacente y
para las opciones call y put, teniendo en cuenta las funciones de pagos (ecuación (2.13)).














Como se observa en los árboles binomiales, el valor de cada opción son: call = $6,63 y
put = $15,26. Estos mismos resultados se pueden obtener al aplicar el método de portafolio
replicante (ecuaciones 2.24-2.25). En este caso se tiene
δ = $13,25 − $0$210 × (1,1107 − 0,9003) = 0,2999
γ = 1,1107 × $0 − 0,9003 × $13,25
e0,025×0,25(1,1107 − 0,9003) = −56,35
donde: las cantidades δ = 0,2999 y γ = −56,35 representan las posiciones en el activo sub-
yacente y en el activo libre de riesgo que conforman el portafolio replicante, respectivamente.
De esta forma, para la opción call, según la ecuación (2.21) se tiene
Call = −56,35 + 0,2999 × $210 = $6,63
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Ahora, las probabilidades riesgo-neutral se calculan para cada modelo (BEG, KR y HK).
Para el modelo KR se asume un parámetro de extensión λ = 1, por tanto, sus resultados son
equivalentes a los del modelo BEG. Además, para el modelo HK se presentan los parámetros
θP = 0,2583, θQ = 0,4500, λP = 1,0328 y λQ = 1,0966. La tabla 5.5 resume los resultados.
Tabla 5.5: Probabilidades riesgo-neutral
Modelos Puu Pud Pdu Pdd
BEG / KR 0,5271 0,1021 0,1979 0,1729
HK 0,5291 0,0960 0,1988 0,1761
Fuente: elaboración propia.
Finalmente, se realiza la valoración de la opción arcoíris. Para ello, se define también un
periodo de análisis (T ) de 2 años. El valor de la opción, para cada modelo, se presenta a
continuación. Como resultado, se encuentran pequeñas diferencias entre ellos.
Modelos BEK y KR: $ 38,53
Modelo HK: $ 38,46





























De forma alternativa, la ausencia de arbitraje indica que es posible construir un portafolio
replicante (V ) con γ cantidad de bonos y δ unidades de acciones, cuyos pagos replican el
precio de la opción en cada momento t:
C0 ≡ V0
CT ≡ VT (2.20)
Si el valor de este portafolio (V ) en t = 0 está dado por
V0 = γ + δ S0 = C0 (2.21)
entonces, en t = 1, su valor estará determinado por
VT = γ er×T + δ ST = CT (2.22)
Ahora, dado que ST refleja dos precios u S0 = SuT y d S0 = SdT , entonces la ecuación (2.22)
realmente puede representarse como
Cu = γ er×T + δ u S0 (2.23a)
Cd = γ er×T + δ d S0 (2.23b)
Al resolver (2.23a) y (2.23b) para δ y para γ, se encuentra
δ = Cu − Cd
S0(u − d) (2.24)
γ = u Cd − d Cu
er×T (u − d) (2.25)
Por no arbitraje se encuentra que el portafolio replica los precios de la opción, entonces las
cantidades δ y γ determinan el precio de la opción en t = 0, de acuerdo con la ecuación
(2.21).
El siguiente ejemplo permite comprender la aplicación del modelo binomial de un periodo y
de múltiples periodos para valorar las opciones call y put, tanto de tipo europeo como de tipo
americano.
Ejemplo 2.2
Tomando el mismo ejemplo 2.1, se quiere valorar las opciones call y put sobre la acción de
Apple pero ahora usando el modeo binomial. Para ello, se sabe que: la acción cotiza a un
precio de $210 dólares (S0), el precio de ejercicio es de $220 dólares (K), el vencimiento es
de 3 meses (0,25 años) (T ), la volatilidad es del 21% (σ) y la tasa de interés libre de riesgo
de este mercado es de 2,5% (r).
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5.3. Otros modelos multidimensionales
5.3.1. Modelo de Korn y Muller (2009)
Korn y Muller (2009) desarrollaron un modelo alternativo que busca superar sus limitacio-
nes en la modelación del proceso n-dimensional. Este modelo, conocido como el enfoque de
árboles ortogonales (en adelante modelo KM), se basa en el método general de trasforma-
ción Decoupling Approach del modelo BSM para múltiples subyacentes, y usa los métodos
de descomposición espectral y de Cholesky. Para ello, siguen la propuesta de Hull y White
(1990)8 para separar el efecto del parámetro de correlación en las probabilidades de transi-
ción, evitando así la presencia de probabilidades negativas, además de simplificar el proceso
la construcción del árbol n-dimensional.
La dinámica del precio de n activos viene dada por Xt = ln(St), donde dXi = μidt+σidW it





σ21 . . . ρ1nσ1σn
... . . .
...





donde: G es la matriz n × n y D es la diagonal9. Además, se asume que Σ es semidefinida-
positiva, G y D son invertibles y los elementos de D son diferentes de cero. La descomposi-





para h = 1, .., n. De esta forma, Korn y Muller (2009) muestran que la transformación Z =
G−1X genera n movimientos Brownianos independientes. Así, el proceso que sigue Z está
dado por





para i = 1, .., n, donde Z0 = G−1X0, αi = G−1μi. A partir de este resultado se discretiza el
8 Hull y White (1990) proponen el siguiente procedimiento de transformación para un proceso bidimensional
que caracteriza el precio de dos activos: S = S1, S2, con dinámica: dSi = Si(μidt + σidW it ); i = 1, 2. La







9 Este resultado se obtiene al utilizar la descomposición espectral, en la que cada elemento de D es un valor
propio de Σ. De forma alternativa, al usar la descomposición de Cholesky se llega a un resultado equivalente
donde Σ = GGT y G es una matriz triangular y cada elemento de D es igual a 1.
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El objetivo es determinar el precio de la opción en el momento t = 0 (C0). El árbol binomial
de la opción para un solo periodo se muestra en la figura 2.4.




Fuente: adaptado de Cox et al. (1979).
La condición necesaria para demostrar la ausencia de oportunidades de arbitraje en el modelo
es
d < er×T < u (2.15)
donde: r es la tasa libre de riesgo. Además, S0 es martingala si y solo si la condición que
representa la ecuación (2.15) se cumple20. Esto es equivalente a decir que er×T es una com-
binación convexa de los factores u y d. Dado que u ocurre con probabilidad qu, y d ocurre
con probabilidad qd = 1 − qu, tenemos que
er×T = u qu + d qd (2.16)
donde: qu y qd son interpretadas como probabilidades neutrales al riesgo o, de forma equi-




u − d (2.17)
qd =
u − er×T
u − d (2.18)
Como resultado, la ecuación (2.19) genera un valor único para la opción call en t = 0, bajo
la medida de probabilidad Q
C0 = e−r×T EQ[Max(S1 − K, 0)]
C0 = e−r×T [qu Cu + qd Cd] (2.19)
20 Si la condición impuesta en la ecuación (2.15) no se cumple se presentan oportunidades de arbitraje; por
ejemplo, es posible obtener ganancias de arbitraje en un periodo de tiempo determinado si erT < d al comprar
acciones, o er×T > u al realizar una venta en corto.
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1 con probabilidad 0,5
−1 con probabilidad 0,5
Finalmente, en la valoración de la opción, el proceso n-dimensional discreto anterior se trans-
forma para reflejarlos en términos del proceso de precio inicial. Esta transformación viene
dada por
Y NN = (eG1Y , ..., eGnY )T (5.18)
En la implementación del modelo, los autores proponen un algoritmo de aplicación del mé-
todo que consta de:
1. Descomponer la matriz de varianzas-covarianzas en GDGT utilizando la descomposi-
ción espectral o de Cholesky.
2. Transformar el proceso n-dimensional de activos subyacentes X en Z, de modo que el
nuevo proceso (Z) tenga movimientos Brownianos independientes.
3. Discretizar el proceso utilizando la expresión (5.17).
4. Construir el árbol n-dimensional con componentes independientes utilizando el proce-
so discreto definido en la ecuación (5.18).
5. Calcular el payoff en todos los nodos y utilizar el proceso de inducción hacia atrás.
De esta forma, los autores aproximan cada componente del proceso Y NN a un proceso discreto,
es decir, un árbol binomial 1-dimensional.
5.3.2. Modelo de Gamba y Trigeorgis (2007)
Gamba y Trigeorgis (2007) proponen un modelo multidimensional para valorar opciones que
dependen de múltiples subyacentes que siguen procesos del tipo MGB correlacionados, co-
nocido como modelo generalizado log-transformado (GLT, por sus siglas en inglés). Este
modelo, a diferencia de los anteriores, consiste en: i) la transformación logarítmica del pro-
ceso de precio de los activos subyacentes basado en el trabajo de Trigeorgis (1991) y, ii) un
cambio de base para aproximar numéricamente una dinámica no correlacionada en los pro-
cesos del precio de los activos. Su propuesta no solo corrige la presencia de probabilidades
negativas y el problema de dimensionalidad presente en algunos de los modelos anteriores,
sino que mejora de forma significativa la eficiencia del algoritmo multidimensional.
Si se consideran n activos, tales que (ST = (S1, ..., Sn))10 correlacionados, donde S sigue un
procesos estocástico n-dimensional del tipo MGB
dSi/Si = μi dt + σi dWi ; i = 1, ..., n (5.19)
10 Donde T denota la matriz transpuesta.
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2.2.1. Modelo de un solo periodo
Para iniciar, se asume que el proceso del precio de la acción (S)(0≤t≤T ) está definido en el
espacio de probabilidad (Ω, F, P ) con Ω = (ω1, ω2), donde el precio del activo subyacente
en el futuro (t = 1) solo puede subir (estado ω1) o caer (estado ω2). Si se tiene un mercado
financiero (simple) con dos fechas: t = 0 (hoy) y T (vencimiento), por ejemplo, dentro de
un año, y tres activos financieros: i) un bono, ii) una acción y iii) un derivado financiero (por
ejemplo, una opción call), entonces, el precio de la acción en t = 0 es conocido e igual a
S0, pero su precio en T (ST ) es incierto. Esta incertidumbre se modela estocásticamente al
definir el precio en los dos estados de naturaleza19, donde el precio puede subir a SuT en el
estado al alza o de crecimiento con una probabilidad pu, o caer a SdT en el estado a la baja o
de decrecimiento con una probabilidad pd. El árbol binomial del activo subyacente para un
solo periodo se muestra en la figura 2.3.




Fuente: adaptado de Cox et al. (1979).
Los precios SuT y S
d
T pueden verse como el resultado de multiplicar S0 por dos factores: u y
d, es decir SuT = S0 × u y SdT = S0 × d. Cabe resaltar que los parámetros u y d dependen de
la volatilidad del activo subyacente, si esta se conoce, entonces se puede modelar el precio







El hecho de que d > 0 implica que siempre se van a representar precios positivos. Por su
parte, el precio del bono en t = 0 está dado por B0 = 1, entonces, en T este es BT = er×T .
Ahora, si se tiene una opción call cuyo valor en t = 1 es una función del precio del activo
riesgoso determinado por CT = Max(ST −K, 0), donde K es el precio de ejercicio, entonces
para C en el momento T se tiene
Cu = Max(SuT − K, 0) (2.13)
Cd = Max(SdT − K, 0) (2.14)
19 La incertidumbre representa el hecho de que no se sabe con certeza cuál de los dos estados de naturaleza
ocurrirá en t = 1, cuando cada uno tiene cierta probabilidad de ocurrir.
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donde, los procesos estándar de Wiener para los activos i y j están correlacionados, tal que
E[dWi dWj] = ρij dt para todo i 	= j. Ahora, al tomar el logaritmo del valor del proceso S,
Yi = ln(Si/si) y al aplicar el lema de Itô, se encuentra que la dinámica de Y T = (Y1, ..., Yn)
viene dada por
dY = a dt + σ dW (5.20)
donde: aT = (a1, ..., an) con ai = ai − 1/2 σ2i y dW T = (dW1, ..., dWn). Además, al aplicar





1 ρ12 . . . ρ1n
ρ21 1 . . . ρ1n
...
... . . .
...





σ1 0 . . . 0
0 σ2 . . . 0
...
... . . .
...
0 0 . . . σn
⎞
⎟⎟⎟⎟⎠
Luego, mediante una transformación de la base (de los rendimientos de los activos) se crea
una aproximación no correlacionada de su dinámica (y). Esta transformación implica que
también se debe cambiar la base del payoff de la opción. Si Π(Y ) denota el payoff original,
y W representa la matriz que muestra el cambio de base, entonces el payoff ajustado con
respecto a la nueva base es Π˜(y) = Π(Wy). Donde, y = W TY representa el retorno de
un portafolio sintético (replicante) construido a partir de una combinación lineal de activos
disponibles en el mercado, y sigue un proceso de difusión dy = A dt + B dW , A = W T a
y B = W T σ. Además, la matriz de covarianzas de dy es dydyT = ∧ dt. Esto significa que
todos los elementos de yT son no correlacionados.
Si el valor esperado del payoff de la opción (Πˆ) riesgo-neutral, denotado como F˜ , es igual al
valor de la opción (Π) en su vencimiento T , se tiene




= e−r×TEY [Π(Y (T ))] (5.21)
donde: Ey[·] denota el valor esperado riesgo-neutral de y, mientras EY [·] el valor esperado
del proceso Y . Esta dinámica puede ser aproximada mediante un árbol binomial multidimen-
sional adecuado.
Ahora, F˜ (y(t)) puede ser aproximada a una distribución discreta (binomial), al dividir el
vencimiento T en n intervalos de tamaño Δt = T/n. Esta aproximación del proceso y se
representa como yˆT = (yˆ1, ..., yˆn). Así, yˆn representa el proceso aproximado en tiempo dis-
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Por tanto, al aplicar la ecuación (2.9) se encuentra que el valor de la opción call es de $5,31
(por acción).
C = $210 × 0,3703 − $220 e−0,025×0,25 × 0,3314 = $5,31 dólares




Partiendo de la ecuación (2.10) se tiene que el valor de la opción put es de $13,94 (por
acción).
P = $220 e−0,025×0,25 × 0,6296 − $210 × 0,6685 = $13,94 dólares
El modelo de valoración de opciones de BS es utilizado ampliamente debido a su simplicidad,
sin embargo, se debe tener presente que este solo es aplicable para las opciones de compra y
venta de tipo europeo. Merton (1973) desarrolla una generalización de la fórmula BS, para
incorporar todas aquellas acciones que pagan dividendos. Sin embargo, para la valoración de
opciones de tipo americano, es decir, aquellas que se pueden ejercer antes de su vencimiento,
se requiere del uso de técnicas numéricas como los árboles binomiales u otras técnicas más
sofisticadas como la simulación de Monte Carlo o diferencias finitas.
2.2. Modelo binomial
Cox, Ross y Rubinstein (1979) presentaron un modelo de valoración de opciones sencillo y
de fácil aplicación, conocido como el modelo binomial o CRR, el cual conserva las mismas
características esenciales del modelo BS. Para ello, el modelo binomial se basa en la construc-
ción de trayectorias en tiempo discreto del activo subyacente cuando este sigue un proceso
estocástico del tipo MGB18. En su aplicación, el modelo binomial permite estimar el valor de
la opción utilizando directamente probabilidades riesgo-neutral o mediante la construcción
de un portafolio replicante. Estos dos enfoques serán presentados a continuación.
18 Cox et al. (1979) asumen una convergencia débil del MGB aproximándose al resultado de la fórmula
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σ21 + σ22 +
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σ41 − 2(1 − 2ρ2)σ21σ22 + σ42
)
Entonces, los procesos del retorno del portafolio sintético son dyi = Ai dt + Bi1 dW1 +
Bi2 dW2, con i = 1, 2. Ahora, la aproximación discreta de y en el intervalo [0, T ] con n
pasos, es yˆT = (yˆ1, yˆ2) con dinámica
yˆi(t) = yˆi(t − 1) + 	iUi(t); i = 1, 2. (5.22)




(1, 1) con probabilidad p1
(1,−1) con probabilidad p2
(−1, 1) con probabilidad p3
(−1,−1) con probabilidad p4
donde:
∑n
i=1 pi = 1. Además, los parámetros del proceso en tiempo discreto son
κi = Ai Δt (5.23a)
	i =
√
λiΔt + κ2i (5.23b)
Li = κi/	i (5.23c)
Por su parte, las probabilidades vienen determinadas por
ps =
1




1 si el valor del activo i sube (u)
−1 si el valor del activo i cae (d)
Con estos parámetros, la función característica del proceso en tiempo discreto coincide con









p(s)δ1(s)δ2(s) = 0 ; i 	= j
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La ecuación (2.7) se conoce como función de pagos (payoff ) de la opción. Por su parte, la
valoración neutral al riesgo implica que cualquier flujo de pagos aleatorios en el futuro, por
ejemplo, el payoff de la opción, viene dado por el valor esperado de estos pagos futuros
descontados a la tasa de interés libre de riesgo. De esta forma se tiene que
C = e−r×TEQ(Max(ST − K; 0)) (2.8)
El término de expectativa EQ implica que el valor esperado de los flujos de pagos de la
opción se obtiene bajo la medida de probabilidad riesgo-neutral (Q) o medida martingala
equivalente, donde estos son descontados a la tasa libre de riesgo16.
Finalmente, si las ecuaciones (2.3) y (2.4) describen el comportamiento del precio del activo
subyacente, la fórmula BS, teniendo en cuenta la ecuación (2.8), establece que el valor de
opción call viene dado por









d2 = d1 − σ
√
T
y N(d) representa la probabilidad acumulada (de una distribución normal) de los parámetros
d1 y d2. De forma análoga, la fórmula BS para valorar opciones put es:
P = K e−r×TN(−d2) − So N(−d1) (2.10)
El siguiente ejemplo presenta una aplicación de la fórmula BS para las opciones call y put de
tipo europeo.
Ejemplo 2.1
Se quiere valorar las opciones call y put pactadas sobre la acción de Apple con un venci-
miento (T ) de 3 meses (0,25 años) y con un precio de ejercicio de $220 dólares (K). Se sabe
que la acción cotiza a un precio de $210 dólares (S0) y presenta una volatilidad del 21%
(σ)17. Además, la tasa de interés libre de riesgo de este mercado es de 2,5% (r). A partir de
la información anterior, se encuentra que los parámetros d1, d2, N(d1) y N(d2) del modelo
de valoración son:
d1 =




16 Bajo esta medida de probabilidad (Q) se cumple el supuesto de ausencia de oportunidades de Arbitraje.
Harrison y Kreps (1979) y Harrison y Pliska (1981) presentaron rigurosas pruebas para demostrar las condi-
ciones bajo las cuales la ausencia de oportunidades de arbitraje es equivalente a la existencia de una medida
martingala.
17 Estimada como la desviación estándar de los rendimientos históricos de la acción.
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En la generalización de este resultado a un proceso n-dimensional, donde yˆT = (yˆ1, ..., yˆn) y
U = (U1, ..., Un) es un set de n variables aleatorias binomiales, se encuentra que las proba-












⎠ ; s = 1, ..., S. (5.24)
Finalmente, dadas las ecuaciones (5.22), (5.23) y (5.24), se encuentra que el valor de la opción
es




F˜ (y(t + 1))
])
(5.25)
La ecuación (5.25) representa la versión discreta de la ecuación de Bellman.
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conocidas. De igual forma, para el momento t, se tiene que St viene dado por






dt + σ dWt
]
(2.4)
A partir de este comportamiento del precio del activo subyacente, se puede deducir el pro-
ceso estocástico que sigue cualquier derivado cuyo pago (payoff ) depende de ese activo al
construir un portafolio replicante.
El portafolio replicante (Π) se construye tomando una posición larga del activo subyacente
(Δ unidades de acciones) y una posición corta en el activo libre de riesgo (Γ cantidad de
bonos - B) para cada instante t13. De esta forma, el valor de la opción call de tipo europeo
(C) está determinado por la función C = f(S, t), es decir, es una función del precio del
activo subyacente. Además, si los cambios instantáneos de S vienen dados por la ecuación



























σ2S2 + rC = 0 (2.6)
La ecuación (2.6) se conoce como ecuación diferencial parcial estocástica (EDPE) de Black-
Scholes. Además, el lector debe notar que el rendimiento esperado del activo (μ) no aparece
en la ecuación diferencial parcial de Black-Scholes, por tanto, el valor de la opción call debe
ser independiente de las preferencias de riesgo de los inversores15. Este es sin duda uno de
los aportes más importantes de Black y Scholes (1973).
La fórmula BS para la opción call es el resultado de resolver la ecuación diferencial parcial
(ecuación (2.5)) con las condiciones de frontera apropiadas. Si la fecha de vencimiento de la
opción es T y el precio de ejercicio es K, entonces, se tiene
C = Max(ST − K; 0) (2.7)
13 El valor del portafolio Π viene dado por:
Πt = Γ Bt + Δ St
El portafolio Π representa una estrategia de negociación autofinanciada. Si el mercado no permite oportunidades
de arbitraje, se encuentra que para cada instante t ∈ [0, T ] es posible determinar el valor de la opción dado que
Πt ≡ Ct. Por tanto, el valor de la opción (C) siempre debe ser igual al valor de portafolio construido para
replicar sus pagos (Π).
14 Para más detalles ver anexo A2.1.
15 Este resultado implica que la valoración de la opción se hace en un mundo neutral al riesgo (o riesgo-
neutral), es decir, todos los activos rentan la tasa de interés libre de riesgo. De igual forma, este resultado es
fundamental para garantizar la ausencia de oportunidades de arbitraje en el modelo de valoración. Asimismo,
Harrison y Kreps (1979) señalan que el aporte más importante del modelo BS es el argumento que vincula la
valoración de la opción con el principio de no arbitraje.
Capítulo 6
Estrategia corporativa y opciones reales
A lo largo de esta primera parte del texto se han presentado los desarrollos teóricos del análisis
de opciones reales (ROA), en materia de valoración y modelación de incertidumbres, así
como su alcance y limitaciones; todo esto ha sido desde un enfoque convencional que cubre
las dos primeras décadas de su desarrollo. Sin embargo, el ROA ha presentado avances para
el análisis de inversiones en contextos competitivos y el diseño de estrategias corporativas,
incluso se han encontrado aplicaciones en diferentes contextos, propios o no, de la teoría
financiera.
6.1. Juegos de opciones reales: interacción y estrategia com-
petitiva
El ROA permite la incorporación de la flexibilidad e incertidumbre de las decisiones de inver-
sión, pero omite las interacciones estratégicas. Una empresa no está sola en el mercado y, por
tanto, en cada decisión de inversión debe contemplarse la incertidumbre asociada a las res-
puestas estratégicas de la competencia. Por ejemplo, si la empresa decide invertir ahora para
desarrollar un nuevo producto o entrar en un nuevo mercado, es posible que esta obtenga una
ventaja competitiva, pero si la competencia responde rápidamente o de forma anticipada, los
resultados esperados se pueden limitar o incluso eliminar, sobre todo, cuando la competencia
cuenta con gran poder de mercado. Además, toda empresa se enfrenta al dilema de si pone en
marcha la inversión de forma inmediata para obtener una ventaja frente a la competencia, o
espera mejores condiciones que le permitan desarrollar la inversión con menor incertidumbre.
Si decide esperar y la competencia se anticipa, se perdería esta oportunidad de inversión, pero
si la lleva a cabo con anticipación, y sin contar con la información o el escenario adecuado,
los resultados pueden ser desastrosos.
Las empresas son conscientes de que sus decisiones afectan el valor de las oportunidades de
inversión de las demás y suelen responder de manera estratégica. En este contexto, el cono-
cimiento que tiene cada una del comportamiento probable (o la reacción) de las demás, así
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2.1. Modelo Black-Scholes-Merton
El modelo Black-Scholes (BS) representa una fórmula cerrada que se utiliza para calcular
el precio teórico de una opción financiera (call o put) de tipo europeo8, a partir de cinco
parámetros9:
S0 = precio actual del activo subyacente.
K = precio de ejercicio de la opción.
r = tasa de interés libre de riesgo.
σ = volatilidad del activo subyacente. (desviación estándar de los rendimientos logarít-
micos del precio de la acción).
T = tiempo de vencimiento de la opción.
Además, el modelo incorpora una serie de supuestos relevantes:
No existen oportunidades de arbitraje.
No hay pago de dividendos.
No hay costos de transacción.
No se consideran impuestos.
No hay restricciones a las ventas en corto.
Los activos son perfectamente divisibles.
El modelo asume que el precio del activo subyacente se distribuye de forma log-normal. Lo
anterior implica que el comportamiento del precio de la acción (S) en un horizonte de tiempo
t ∈ [0, T ]10 sigue un proceso estocástico del tipo MGB11 y se rige por la ecuación diferencial
estocástica (2.3):
dS/S = μ dt + σ dW (2.3)
donde: μ corresponde a la tasa esperada de retorno instantánea del activo subyacente (co-
nocida también como la tasa de deriva), σ representa su volatilidad y W denota un proceso
estándar de Wiener con W ∼ N(0, t)12. Además, el modelo asume que μ y σ son constantes
8 Las opciones de tipo europeo son aquellas que solo pueden ser ejercidas en su vencimiento. Por su parte,
las opciones de tipo americano comprenden aquellas que pueden ser ejercidas en cualquier momento antes de
su vencimiento. Este tipo de opciones serán analizadas en la siguiente sección.
9 Gran parte del éxito del modelo BS se debe a que los cinco parámetros son conocidos al momento de
realizar la valoración, lo cual permite ver la fórmula con una función determinística.
10 Además, S ∈ X , donde X representa un sistema de precios definido en el espacio de probabilidad
(Ω, F , P ) con una filtración Ft y P representa una medida de probabilidad real tal que P : F → [0, 1].
11 Basado en la propuesta de Samuelson (1965).
12 La ecuación 2.3 es un ejemplo de un proceso de Itô, donde la tasa de deriva y volatilidad solo dependen de
la variable (precio de la acción) y el tiempo. En general, la EDE de S que sigue un proceso de Itô es
dS = μ(S, t) dt + σ(S, t) dW
donde: μ(S, t) y σ(S, t) son funciones generales para la tasa de deriva y la volatilidad.
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como la anticipación de sus respuestas, se vuelve fundamental y puede mejorar la capacidad
para el diseño de estrategias de inversión (Smit y Trigeorgis, 2004). Por tanto, la toma de de-
cisiones de inversión requiere un análisis del funcionamiento del mercado y de la interacción
competitiva.
Tomar una u otra decisión requiere de una compleja evaluación y gestión óptima de opciones
estratégicas que solo puede abordarse con las herramientas analíticas adecuadas (Chevalier-
Roignant y Trigeorgis, 2011). La evaluación inicial de invertir o no invertir, se puede adelantar
mediante el análisis de opciones reales, pero este proceso también requiere de la toma de
decisiones estratégicas en respuesta a las acciones de la competencia. Bajo esta perspectiva,
un análisis adecuado requiere una combinación de la teoría de opciones reales y la teoría
de juegos, y comprende un nuevo marco de análisis denominado Juegos de opciones reales
(ROG, por sus siglas en inglés). Cuando el desempeño de una empresa se ve afectado por
las acciones de la competencia, se requiere cambiar el criterio de inversión óptima (Smit y
Trigeorgis, 2004), y la integración de la teoría de juegos ayuda a resolver el problema.
Este nuevo enfoque nace desde inicios de la década de los noventa, gracias a los trabajos de
Smets (1991), Smit y Ankum (1993) y Dixit y Pindyck (1994). Recientemente, se ha exten-
dido su aplicación a muchos campos y se encuentran grandes contribuciones en Grenadier
(2002), Smit y Trigeorgis (2004) y Chevalier-Roignant y Trigeorgis (2011), entre otros. De
acuerdo con Smit y Trigeorgis (2004), la utilidad de la teoría de juegos en el análisis de las
decisiones estratégicas de inversión se identifica porque:
i) Ayuda a reducir un problema estratégico complejo a una estructura analítica sencilla
que consta de pocas dimensiones y,
ii) Abarca un concepto de solución que puede ayudar en la comprensión o predecir cómo
se comportarán los competidores, y también proporciona una estrategia de equilibrio y
los valores de las decisiones estratégicas.
Sin embargo, esta aplicación, a diferencia de la teoría de juegos estándar, suele ser más com-
pleja, ya que cada empresa tiene que anticipar las posibles acciones y tiempos disponibles
para sus competidores, situación que no siempre es posible. Por ejemplo, cuando se evalúan
decisiones de inversión para un nuevo producto de tipo tecnológico, o al entrar en un nuevo
mercado, una empresa no cuenta con la suficiente información o conocimiento para apoyar la
toma de decisiones y la estimación de sus beneficios se vuelve confusa. Para desarrollar este
enfoque integrado, primero se presentan algunas estructuras de mercado y elementos básicos
de la teoría de juegos estándar, luego se introducen las características del ROG y las reglas
de solución, con algunas aplicaciones.
6.1.1. Estructura de mercado
La estructura de mercado (o formas de mercado) representa la forma de organización del
mismo con respecto a los agentes que participan: oferentes y demandantes. Esta interacción
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Figura 2.2: Modelos de valoración de opciones
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La mayoría de los modelos de comportamiento del precio del activo se formulan en un marco
de tiempo continuo donde el precio del activo subyacente sigue un proceso estocástico6 y al
asumir una ecuación diferencial estocástica (EDE). Si las soluciones analíticas o sus aproxi-
maciones no son del todo posibles, se pueden usar soluciones numéricas para aproximar el
proceso estocástico que sigue el activo subyacente o para resolver la EDE. En el primer gru-
po de aproximaciones, el modelo binomial ofrece una alternativa didáctica de fácil aplicación
sin complejidad matemática alguna. De igual forma, la técnica de simulación de Monte Carlo
ha sido ampliamente utilizada, con capacidad de resolver valoraciones de opciones más com-
plejas, como las opciones exóticas7. Finalmente, en el grupo de aproximaciones para resolver
la ecuación diferencial parcial se encuentran los métodos de diferencias finitas y la técnica
de integración numérica, también ampliamente utilizadas para la valoración de las opciones
exóticas.
En este primer volumen se presentarán los modelos de valoración Black-Scholes-Merton,
binomial y por simulación de Monte Carlo, con el propósito de dar un marco general de
valoración que permita ser adaptado al campo de las opciones reales. Los demás modelos de
aproximaciones analíticas y basados en la EDE no serán abordados.
6 Para más detalles ver anexo A2.1.
7 Se entiende por opciones exóticas aquellas que no son estándar. Se pueden distinguir dos grupos de opcio-
nes exóticas según si los pagos en el ejercicio dependen o no de la evolución del precio del subyacente.
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entre los agentes determina en gran parte el poder de mercado y la influencia que este tiene
sobre en el precio. De esta forma, la competencia establece la forma en que se organizan los
mercados que permite determinar los precios y las cantidades de equilibrio.
Para comprender la forma como se integra la estrategia al ROA, se deben analizar brevemente
las diferentes formas de mercado. Aunque, los criterios principales mediante los cuales se
identifican diferentes formas de mercado son: el número y tamaño de productores, número y
tamaño de consumidores, la cantidad y calidad de la información, los costos de transacción,
entre otros, para efectos del presente análisis, solo nos centraremos en el primero: número y
tamaño de productores. De esta forma, se identifican dos categorías:
i) Competencia perfecta: representa una forma idealizada del mercado de bienes y de
servicios, donde la interacción recíproca de oferentes y demandantes determina los
precios y las cantidades de equilibrio. Aquí, existen tantos oferentes y demandantes, de
forma que ninguno tiene influencia (o poder) para fijar el precio.
ii) Competencia imperfecta: a diferencia de la competencia perfecta, aquí el productor
o los productores son lo suficientemente grandes como para influir sobre el precio.
Bajo esta estructura se encuentran diferentes formas: monopolio, duopolio/oligopolio
y competencia monopolística.
Bajo alguna de las formas de competencia imperfecta se identifican productores (empresas)
que influyen en los precios dentro del mercado y presentan ventajas competitivas como: eco-
nomías de escala/alcance, ventajas de costo absoluto, diferenciación de productos, entre otras
barreras de entrada, las cuales son determinantes en las decisiones de inversión. Por ello, nos
centraremos en estas últimas para abordar la integración de la toma estratégica de decisiones
en el ROA.
6.1.2. Teoría de juegos estándar
La teoría de juegos estudia los resultados que surgen de las interacciones estratégicas entre
jugadores racionales, y desarrolla un marco de análisis donde cada jugador reconoce que sus
acciones afectan a los demás y, por tanto, sus decisiones dependen de lo que estos pueden
decidir. Cada juego debe contar con los siguientes elementos:
1. Participa un conjunto finito de jugadores: N = 1, . . . , n.
2. Se tiene un conjunto finito de estrategias (C) en el juego para cada jugador iN :
Ci = {c1, . . . , cn}
Hay un orden en las decisiones de los jugadores. Dependiendo de la naturaleza del
juego, existen ciertas formas de aleatoriedad en la toma de decisiones, regularmente en
estas se identifica una secuencia o simultaneidad. Además, el número total de acciones
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La determinación del valor de la prima (o valor de la opción) representa un reto interesante
en materia de valoración. Para ello, la teoría financiera ha desarrollado métodos de valoración
que están fundamentados en el principio de no arbitraje3 y la existencia de reglas de valora-
ción4 que se pueden abordar desde dos enfoques: i) los métodos analíticos y, ii) los métodos
numéricos (ver figura 2.2).
La solución analítica (o solución cerrada) más famosa para calcular el valor de una opción
(de tipo europeo) es la fórmula desarrollada por Black y Scholes (1973) (fórmula BS) y Mer-
ton (1973)5. Bajo este enfoque, se resuelve una ecuación diferencial parcial con condiciones
de frontera especificadas que describen el cambio en el valor de opción con respecto a los
cambios de ciertas variables conocidas. Cuando no es posible obtener una solución cerra-
da, se pueden hacer aproximaciones para llegar a soluciones analíticas, sin embargo, estas
aproximaciones, generalmente, son computacionalmente complejas y difíciles de explicar.
3 El principio de no arbitraje establece que en un mercado eficiente no es posible obtener ganancias a partir
del diseño de una estrategia de inversión (compra o venta activos) sin haber realizado una inversión inicial o
asumir riesgo. Por ejemplo, si Π es un portafolio formado por n activos disponibles con precios sj (en t = 0) y
participaciones ηj : Π0 = Σnj=1sjηj , entonces, Π será un portafolio de arbitraje si
i) la inversión inicial es menor o igual que cero, es decir, Π0 = Σnj=1sj ηj ≤ 0, y
ii) su payoff futuro es no negativo: Πt = Σnj=1Xj ηj ≥ 0.
donde: Xj es el vector de precios futuros. Por tanto, el principio de no arbitraje es la condición que no satisface
el portafolio Π.
4 Ross (1978) desarrolló la primera prueba de la existencia de un operador lineal π : M → R, el cual
establece una regla general para valorar opciones financieras o cualquier otra reclamación contingente. A partir
de este trabajo, Harrison y Kreps (1979) y Harrison y Pliska (1981) desarrollaron rigurosas pruebas de valida-
ción basadas en el teorema Hahn-Banach, que confirman la existencia de principios teóricos que llevaron a la
definición del teorema fundamental de valoración de activos (TFVA). Esta formulación permite estimar el valor
de una opción al tomar su valor esperado descontado bajo una medida de probabilidad riesgo-neutral.
5 Además, Merton (1973) extendió la fórmula BS para incluir aquellos activos que pagan dividendos y
desarrolló la solución diferencial de la misma.
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de cada jugador se desarrolla en un número finito de etapas. La secuencia de acciones
posibles para cada jugador se traduce en un resultado determinado.
De igual forma, cada jugador cuenta con un conjunto de información (toda la infor-
mación disponible) en cada nodo de decisión y, basándose en esta información, decide
cuál es la acción que le proporciona el más alto pago (o valor). Estas acciones repre-
sentan decisiones racionales (óptimas) que buscan la maximización de valor para cada
empresa y reciben el nombre de “estrategias puras”.
Se tiene una función de pagos (ui), que ayuda a asignar un pago numérico luego de que
el juego termina, e identifica la ganancia o pérdida de cada jugador. Al representar la
función de pagos se debe examinar cada una de las posibles combinaciones de estra-
tegias disponibles de los jugadores y especificar qué le sucede a cada jugador en cada
caso, asignándole cierto valor. Además, mediante la identificación de los jugadores,
sus estrategias y funciones de pago, se puede definir formalmente un juego en forma
estratégica mediante una matriz.
Finalmente, se asume que cada jugador tiene conocimiento completo (simétrico) de las reglas
del juego y de los jugadores. Sin embargo, dada la naturaleza de las decisiones por tomar, este
puede o no tener conocimiento completo de las decisiones del rival. Este último escenario
permite contemplar un conjunto de extensiones que se han desarrollado recientemente para
representar juegos más complejos.
Reglas de solución del juego y equilibrio de Nash
La teoría de juegos incorpora una noción de equilibrio que caracteriza el comportamiento de
un jugador racional cuando este toma decisiones óptimas, en respuesta a las posibles acciones
de los demás. El conjunto de acciones que un jugador elige forma su mejor estrategia y, al
asumir un comportamiento racional, cada jugador escoge sus acciones sobre la base de crite-
rios de coherencia interna (Smit y Trigeorgis, 2004), en el sentido de que cada uno selecciona
su mejor estrategia en respuesta a las decisiones de los demás.
El conjunto de estrategias en el que ningún jugador puede encontrar un mejor resultado cam-
biando su estrategia representa un equilibrio de Nash. Sin embargo, encontrar este equilibrio
depende de la forma como se desarrollen las acciones de los jugadores, es decir, si estas se
realizan de forma secuencial o simultánea. Para cada una se identifican reglas que ayudan a
encontrar la solución del juego, mediante diferentes métodos que se presentan a continuación:
1. Estrategias dominantes. Cuando un jugador puede contar con una estrategia que supera
a todas las demás, independientemente de lo que haga el otro jugador. Esta se llama es-
trategia dominante, es decir, un jugador no puede mejorar su pago o ganancia eligiendo
cualquier otra estrategia. Si la estrategia Ci, por ejemplo, domina a C ′i se tiene entonces
que: ui(C)i) > ui(C)′i), y el jugador i escoge como su mejor opción la estrategia que
le representa un pago ui(C)i).
Capítulo 2
Teoría de opciones financieras
Una opción financiera es un tipo de derivado1 que da a su poseedor el derecho, pero no la
obligación, de comprar (opción call) o vender (opción put) un activo específico, denominado
activo subyacente, dentro de un periodo de tiempo y a un precio pactado, este último denomi-
nado precio de ejercicio. La principal característica de las opciones financieras, a diferencia
de otros derivados como los futuros o forwards2, es su no obligatoriedad: el tenedor del dere-
cho tiene la posibilidad de ejercer la opción (comprar o vender) si el resultado es favorable,
aunque la contraparte está obligada a comprar o vender el activo, si la opción se ejerce. Por
ejemplo, si tomamos como subyacente la acción de una empresa que cotiza en el mercado de
valores, una opción de compra (call) sobre la acción proporciona el derecho de comprarla a
un precio de ejercicio acordado. El tenedor de la opción call la ejercerá si el precio pactado
(K) es menor al precio spot de la acción (ST ). Para la opción put aplica un razonamiento
inverso, si el precio pactado (K) es mayor al precio spot de la acción (ST ), esta será ejercida.
La figura 2.1 permite observar las funciones de pago (payoff ) de las posiciones largas en las
opciones call y put, las cuales se obtienen a partir de
Call = Max(ST − K; 0) (2.1)
Put = Max(K − ST ; 0) (2.2)
Por tanto, el ejercicio de la opción estará determinado por la ganancia o pérdida que genera
la opción. Cabe resaltar que para adquirir este derecho de compra o venta otorgado por la
opción se requiere pagar una prima. Además, la no obligatoriedad de este derivado genera una
asimetría en términos de riesgo: si el tenedor de la opción ejerce su derecho, este resultado
podría representar pérdidas para el vendedor de la opción, lo cual justifica el cobro de la
prima. Esto indica que el resultado final (ganancia o pérdida) para quien paga por el derecho
debe incorporarse a la hora de tomar la decisión de ejercicio.
1 Un derivado es aquel activo financiero cuyo precio depende (o se deriva) del precio de otro activo, deno-
minado subyacente.
2 Los futuros y forwards son contratos de carácter obligatorio para la compra o venta del activo subyacente.
119
2. Eliminación iterativa de estrategias dominadas. La presencia de estrategias dominantes
ayuda a descartar aquellas que están siendo dominadas en un proceso de eliminación
paso a paso. El proceso de eliminación ayuda a un jugador a identificar las estrategias
dominadas para otros jugadores permitiendo la búsqueda de estrategias dominantes
para todos, hasta llegar a una única combinación que represente una solución para el
juego. Sin embargo, no todos los juegos se pueden resolver a través de la eliminación
de las estrategias dominadas.
3. Equilibrio de Nash en estrategias puras. El concepto del equilibrio de Nash está aso-
ciado al concepto de mejor respuesta frente a las estrategias de los demás jugadores, y
representa una ventaja al reducir a una forma más simple el método de solución ante-
rior, incluso cuando no hay estrategias dominantes. Su aplicación se realiza mediante
la identificación y comparación para escoger los mejores resultados en cada estrategia,
usando un razonamiento lógico. Sin embargo, puede existir más de un equilibrio de
Nash en un juego o, incluso, este puede no existir en estrategias puras.
4. Equilibrio de Nash en estrategias mixtas. Cuando no es posible identificar un equilibrio
de Nash en estrategias puras, pero las acciones óptimas dependen de la probabilidad de
ocurrencia de ciertos eventos, se puede obtener una solución en estrategias mixtas (Smit
y Trigeorgis, 2004). Mediante una estrategia mixta, cada jugador asigna probabilidades
a sus acciones y, en el equilibrio mixto, los demás jugadores son indiferentes a estas
acciones.
5. Método de inducción hacia atrás. Un juego secuencial se caracteriza porque un jugador
escoge primero y, de acuerdo con su elección, el otro jugador elige su mejor respuesta.
Esto indica que el comportamiento que adopte el segundo jugador está influenciado por
la decisión del primero. Por tanto, el jugador que inicia debe anticipar las decisiones del
otro y utilizar esa información para escoger aquella estrategia que le genere el mejor
resultado futuro posible. Este tipo de juegos, por tanto, debe ser resuelto mediante el
método de inducción hacia atrás, en el que se analiza la información disponible al final
del juego y se va devolviendo hasta llegar a la información del inicio, para identificar
la(s) mejor(es) estrategias.
6. Equilibrio de Nash perfecto en subjuegos. Una aplicación completa del principio de
solución anterior para los juegos de tipo secuencial requiere de un refinamiento del
concepto de equilibrio de Nash, dado que estos generalmente se caracterizan por la
presencia de pequeños subjuegos dentro de un juego total que se desarrolla en múltiples
etapas.
En cada subjuego, las estrategias de cada uno de los jugadores se fundamentan en la identi-
ficación completa de la información sobre las acciones de los demás y, por tanto, se deben
descartar aquellas acciones no creíbles, esto implica que la perfección en subjuegos solo se
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utiliza con juegos de información completa. En este caso, el proceso de inducción hacia atrás
se debe utilizar en presencia solo de aquellas acciones creíbles, descartando las demás. De
acuerdo con Selten (1974), un conjunto de estrategias es un equilibrio perfecto en subjuegos
si genera un equilibrio de Nash en cada subjuego del juego original, es decir, si los jugado-
res encuentran una estrategia dentro de un subjuego que representa un equilibrio de Nash,
entonces ellos eligen un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos.
6.1.3. Características del ROG y reglas de solución
El diseño de estrategias óptimas y la agregación de valor en los proyectos de inversión que
presentan algún grado de incertidumbre, representan una contribución importante del ROA
al enfoque de valoración. Sin embargo, el análisis de valoración aún no está completo, y las
estrategias de inversión deben tener en cuenta la interacción competitiva en el mercado. En
este contexto, la teoría de juegos en el análisis de las decisiones estratégicas de inversión, se
vuelve esencial.
Esta aplicación, a diferencia de la teoría de juegos estándar que se caracteriza por ser de tipo
determinístico, suele ser un poco más compleja ya que cada empresa tiene que anticipar, no
solo todas las posibles acciones de sus competidores, sino también los tiempos de respuesta.
Por tanto, el ROG está caracterizado por la presencia de subyacentes estocásticos, lo cual
cambia algunos principios y reglas bajo las cuales se determina el equilibrio de Nash. De
acuerdo con Smit y Trigeorgis (2004), el ROG se caracteriza por:
1. Participa un conjunto finito de jugadores: N = 1, . . . , n. Estos jugadores corresponden
a las empresas que encuentran oportunidades de inversión en el mercado o simplemente
se enfrentan a la competencia.
2. Cada empresa (jugador) presenta un conjunto finito de estrategias (Ci). A diferencia de
un juego estándar, las acciones de cada jugador involucran incertidumbre y sus deci-
siones no solo dependen de la creencia acerca de las estrategias de los competidores,
sino también de eventos exógenos o “estados inciertos”que caracterizan al mercado.
3. El vencimiento de las oportunidades de inversión es finito y las decisiones se toman en
tiempo continuo. Sin embargo, se puede abordar un análisis en tiempo discreto (inter-
valos de tiempo) para la toma de decisiones. En este caso, las empresas pueden elegir
entre un conjunto de diferentes acciones en determinados nodos de decisión que hacen
parte de un árbol de eventos y, al igual que en los juegos estándar, se pueden tomar
decisiones de dos formas: secuencial o simultáneamente.
Asimismo, la información disponible para cada jugador puede generar un marco de
análisis complejo cuando esta es asimétrica. Por ejemplo, en los juegos con informa-
ción completa, su estructura es conocida al igual que todas las acciones de los juga-
dores y los posibles resultados, pero en un escenario de información asimétrica, una
empresa no siempre puede anticipar correctamente las acciones de la competencia y
19
loradas y permite la adaptación a un amplio campo de aplicaciones financieras incluyendo
activos reales y estructuras de capital. Una de las aplicaciones más importantes del CCA se
encuentra en el área de decisiones de inversión y estrategia corporativa.
En este campo, el CCA representa una herramienta poderosa para valorar los componentes de
flexibilidad e incertidumbre, y constituye una ventaja sobre las técnicas tradicionales como
el FCD. El propósito principal de este texto es mostrar este campo de aplicaciones (integra-
do) en los diferentes sectores e industrias, de tal forma que se ilustre tanto a investigadores
como a practicantes sobre el método de valoración, así como acerca de las limitaciones en su
implementación. Para ello, se utilizará una presentación simple sobre los desarrollos teóricos
del enfoque y ejemplos aplicados utilizando la hoja de cálculo (Excel).
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los resultados o beneficios del juego pueden ser inciertos. Además, en algunos casos,
las empresas no llegan a conocer completamente el entorno en el que están jugando,
como suele pasar en los proyectos de inversión en I+D.
4. Una función de pagos (ui), que ayuda a asignar un resultado numérico, luego de que el
juego termina, e identifica la ganancia o pérdida de cada empresa.
Además, se requieren las siguientes condiciones para el desarrollo del juego:
i) El juego representa la toma de decisiones para un único proyecto de inversión.
ii) Las empresas son neutrales al riesgo.
iii) El activo subyacente evoluciona estocásticamente y no existen fricciones en el merca-
do, ni restricciones financieras para la empresa.
iv) No hay cooperación entre las empresas que participan del juego, lo cual determina un
marco de análisis de juegos no cooperativos.
La integración de los dos enfoques permite valorar las estrategias en un contexto competitivo
de una forma más completa y consistente. Sin embargo, la solución del ROG requiere de
reglas adicionales, producto de la toma de decisiones bajo incertidumbre. El equilibrio en un
juego de varias etapas (secuencial) se encuentra mediante el método de inducción hacia atrás,
pasando por cada nodo de elección estratégica. Este mismo principio se aplica en la valora-
ción de una opción real, al usar el árbol binomial mediante un procedimiento de valoración
riesgo-neutral. En la solución, el valor de la opción estratégica en cada rama del árbol bino-
mial corresponde al resultado de un equilibrio en un subjuego de inversión que representa los
posibles beneficios para cada empresa.
La evaluación de una oportunidad de inversión en un contexto estratégico, y la determinación
real de su valor, ahora supone una descripción de la estructura en la que se identifican dos
fuentes de valor para la empresa:
i) el valor que aporta la opción real,
ii) el valor que proporciona la interacción estratégica con los competidores en un entorno
de decisiones interdependientes, el cual puede representar una pérdida relativa (o ero-
sión) de valor.
Entonces, siguiendo a Smit y Trigeorgis (2004), el valor total con las interacciones estratégi-
cas (VPNA estratégico) viene dado por
VPNA estratégico = VPN sin flexibilidad + opción real + valor estratégico (6.1)
Por tal razón, este análisis se debe abordar desde un marco de equilibrio cuidadoso, donde el
trade-off entre estas dos fuentes de valor: flexibilidad e inversión inmediata, cobra relevancia.
Toda empresa que cuente con una oportunidad de inversión en un entorno competitivo, por
ejemplo, el desarrollo de un nuevo producto, se enfrenta siempre al dilema de invertir ahora
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Tabla 1.1: Campos de aplicación del análisis de opciones reales
Minería, petróleo y
gas
Brennan y Schwartz (1985), McDonald y Siegel (1985), Paddock,
Siegel y Smith (1988), Cortázar y Schwartz (1998), Smith y Mc-




Panayi y Trigeorgis (1998), Benaroch y Kauffman (1999), Schwartz
y Moon (2000), Benaroch (2001), Campbell (2002).
Investigación y desa-
rrollo (I+D) e innova-
ción
Baldwin (1982), Majd y Pindyck (1987), McGrath (1997), Grena-
dier y Weiss (1997), Childs y Triantis (1999), McGrath y MacMillan
(2000), Lee y Paxson (2001), Huisman (2001), MacMillan y Mc-
Grath (2002), Schwartz (2004), Pawlina y Kort (2006).
Finca raíz y bienes in-
muebles
Williams (1991, 1997), Quigg (1993, 1995), Capozza y Sick (1994),
Grenadier (1996), Sing y Patel (2001).
Infraestructura Rose (1998), Ho y Liu (2002), Garvin y Cheah (2004), Cheah y Liu
(2006), Wibowo (2006), Brandão y Saraiva (2008), Blank, Baidya y
Dias (2009), Iyer y Sagheer (2011), Pellegrino, Vajdic y Carbonara
(2013), Liu, Yu y Cheah (2014), Power et al. (2016).
Emprendimiento Kogut (1991), McGrath (1999), Ireland et al. (2003), O’Brien et al.
(2003), Ketchen y Ireland (2007), Short et al. (2010).
Gestión y estrategia
corporativa
Kester (1984), Bowman y Hurry (1993), Smith y Triantis (1995),
Luehrman (1998), Bowman y Moskowitz (2001), Smit y Trigeorgis
(2004), Tong y Reuer (2007), Trigeorgis y Reuer (2017).
Inversiones a nivel in-
ternacional
Kogut (1991), Kogut y Kulatilaka (1994), Huchzermeier y Cohen
(1996), Rivoli y Salorio (1996), Li y Kouvelis (1999).
Fuente: elaboración propia.
1.5. Análisis de reclamaciones contingentes
El análisis de reclamaciones contingentes (CCA) representa la primera respuesta para la va-
loración de la empresa a partir del tratamiento de su estructura de capital: deuda, acciones
y bonos convertibles, y evalúa cómo cambia el valor de estas reclamaciones y el valor de
la empresa a lo largo del tiempo. Merton (1974) señala que la deuda de una empresa puede
ser considerada como una reclamación sobre su valor subyacente, con un precio de ejercicio
igual al valor nominal de la deuda y una fecha de vencimiento igual a su madurez. El CCA
representa la primera respuesta para la valoración de la empresa a partir del tratamiento de
su estructura de capital: deuda, acciones y bonos convertibles, y evalúa cómo cambia el valor
de estas reclamaciones y el valor de la empresa en el tiempo. Este procedimiento permite
relacionar la estructura financiera de la empresa con un proceso estocástico del tipo MGB
para valorar su flexibilidad en términos analíticos (Merton, 1977).
Este campo de aplicación se da gracias a la extensión del modelo BS al análisis de proble-
mas corporativos. La generalidad del modelo BS en el enfoque de CCA tiene el objetivo de
especificar un marco analítico en el que todas las reclamaciones contingentes pueden ser va-
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(inmediato) buscando encontrar una ventaja competitiva sobre sus rivales, o retrasar la inver-
sión para adquirir más información o esperar mejores condiciones en el mercado. Si invierte
ahora, la empresa puede tener la ventaja de anticiparse, pero en este escenario puede verse
enfrentada a la incertidumbre que caracteriza las fluctuaciones del mercado, como demanda,
precios o costos de los insumos, los cuales pueden revertir el resultado al afectar negativa-
mente los flujos. En contraste, si espera mejores condiciones puede evitar esta incertidumbre
y, con ello, podrá desarrollar una inversión más segura; sin embargo, la competencia puede
adelantarse y desarrollar la misma inversión perdiendo así la ventaja competitiva que podría
alcanzar. Chevalier-Roignant y Trigeorgis (2011) muestran que, en un ROG, a diferencia de
una opción real, no siempre es deseable mantener una opción abierta (esperar). En muchas
ocasiones, la competencia puede sacar ventaja al ejercer su opción real de inversión primero.
De esta forma, anticipar la inversión comprende un caso simple de este tipo de juegos de
estrategia en contra de la competencia.
Una solución para este tipo de juegos requiere la ponderación de los resultados relativos de
la flexibilidad frente a la interacción competitiva y proporcionar un estado de equilibrio entre
los dos. De esta forma, se logra dar una solución al juego. En este marco de aplicación, se
requiere utilizar la extensión de Smit y Trigeorgis (2004) al análisis propuesto por Fudenberg
y Tirole (1985), cuando se evalúan estrategias de inversión en condiciones de incertidumbre.
Bajo esta propuesta, la incertidumbre de la demanda se modela a través del árbol binomial o
modelo CRR. Por su parte, la incertidumbre que surge de las interacciones estratégicas, en
cada nodo terminal del árbol, se modela en forma estratégica mediante matrices utilizando
los principios de la teoría de juegos. Aquí los valores terminales identifican un pago de equi-
librio que reemplaza los pagos de cada nodo respectivo en el árbol binomial. Un resultado ex
ante, basado en el marco de análisis de Fudenberg y Tirole (1985), sugiere que la presencia
de empresas competidoras reduce el valor de la flexibilidad estratégica (esperar mejores con-
diciones para invertir). Para desarrollar esta intuición se presenta el siguiente ejemplo.
Ejemplo 6.1
Consideremos el caso de una estructura de mercado sencillo: un duopolio. En este mercado
hay dos empresas rivales (A y B) que compiten en la industria de videojuegos. Las dos em-
presas quieren sacar un nuevo videojuego de realidad aumentada que, en ambos casos, ya se
encuentran en su fase de preproducción y se espera que sea lanzado en 2 años. Dado el tama-
ño total de mercado potencial se espera obtener un valor total de $400 millones. Si las dos
empresas lanzan sus videojuegos al tiempo este valor se repartiría en función de su presencia
en el mercado, el cual se estima en: Empresa A (60%) y Empresa B (40%). Por simplicidad
se asume que el lanzamiento del juego a su fase de producción tiene una inversión estimada
en $220 millones. Además, se sabe que la volatilidad (σ) es del 32% y la tasa libre de riesgo
(r) es el 6%. A partir de esta iniciativa se sabe que las dos empresas comparten una opción
de inversión (de tipo europeo), donde ambas pueden: i) invertir (I); ii) no invertir (NI) y iii)
una invierte y la otra no. A partir de esta descripción se tiene:
Valor presente (VP): $400 millones
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primer momento, los procesos estocásticos del tipo GBM podrían utilizarse para modelar su
dinámica a lo largo del tiempo.
Pindyck (1991) encontró que el valor de las opciones de crecimiento puede representar una
fracción importante de su valor de mercado, el cual aumenta con la incertidumbre. Dixit y
Pindyck (1994) identificaron que las opciones reales ofrecen un método para valorar pro-
yectos de inversión, tomando su similitud con las opciones financieras. Ellos consideran que
los activos reales se pueden considerar como opciones cuando se incorpora la flexibilidad en
su valoración y reconocen que la dirección de la empresa tiene la capacidad de influir en la
trayectoria de los flujos de caja como respuesta a la incertidumbre futura.
Kulatilaka (1995) encontró en el enfoque de las opciones reales la oportunidad para que una
empresa pueda obtener beneficios a largo plazo. Señala que toda organización debe ajustarse
a las nuevas exigencias y desarrollos del mercado, al exigir un mayor grado de respuesta y
flexibilidad. Su trabajo es complementado por Amram y Kulatilaka (1999), donde se demos-
tró que un incremento de la incertidumbre puede conducir a un alto valor de los activos, si
los directivos identifican y usan sus opciones de inversión para responder flexiblemente a las
situaciones que se puedan presentar.
Trigeorgis (1996) consideró que un proyecto es un activo real que se puede ver como una
opción al brindar la posibilidad de ejecutar una inversión o el derecho a vender y/o cambiar el
activo implícito. Bajo el enfoque de las opciones financieras, este autor emplea una analogía
utilizando modelos de decisión que incorporan la flexibilidad e incertidumbre. Sin embargo,
advierte que la aplicación del método de valoración en las opciones reales es más complejo7.
Además, Amram y Kulatilaka (1999) y Copeland y Antikarov (2001) llevaron a cabo estudios
adicionales sobre la inclusión de flexibilidades en el análisis de las decisiones de inversión en
diferentes contextos.
Se han encontrado numerosas aplicaciones especialmente en aquellos sectores con alta incer-
tidumbre como: minería, petróleo y gas, tecnologías de información y comunicación, I+D e
innovación, infraestructura, finca raíz, emprendimiento, entre otros. La tabla 1.1 presenta al-
gunos trabajos (ampliamente reconocidos) en materia de aplicación de opciones reales en los
diferentes campos e industrias. Gracias a estos desarrollos, el ROA se ha convertido en una
herramienta útil que ofrece un conjunto de alternativas para revisar o adaptar las decisiones
de inversión. Particularmente, el ROA provee un marco integrado de análisis y representa una
forma de pensar diferente que ayuda a los tomadores de decisiones a estructurar, evaluar y
gestionar inversiones bajo riesgo e incertidumbre (Trigeorgis, 1996; Copeland y Antikarov,
2001).
7 Existe una diferencia importante entre estos dos enfoques. La teoría de valoración de opciones financieras
requiere la ausencia de arbitraje, la existencia de un “mercado líquido” para los activos y que no haya costos de
transacción. Estos supuestos no se cumplen en el caso de las opciones reales.
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Inversión (I): $220 millones
Vencimiento (T ): 2 años
Volatilidad (σ): 32%
Tasa libre de riesgo (r): 6%
Con esta información se calculan los parámetros intermedios del modelo: u, d, qu y qd. Para









1,3771 − 0,7261 = 0,5157
qd =
1,3771 − e0,06×1
1,3771 − 0,7261 = 0,4843
De igual forma, se estima un factor de descuento (e−0,06×1 = 0,9418) que se utilizará para
descontar el valor de la opción real en cada nodo del árbol hasta llegar a t = 0. La figura 6.1
representa la estructura básica del juego de opción (de invertir o no), donde el árbol binomial
representa la evolución del valor potencial (incertidumbre del mercado) hasta el vencimiento
donde en cada nodo final se encuentra como resultado una matriz de pagos (de dos por dos)
que representa el resultado de la interacción competitiva entre A y B.









I (235,2; 83,4) (538,6; 0)




I (20; −60) (180; 0)




I (−93, 4; −135,5) (−9,1; 0)
N (0; −9,1) (0; 0)
Fuente: elaboración propia.
Esta oportunidad de inversión presenta una estructura similar a una opción call. Para analizar
este efecto competitivo se asume un juego sencillo que se desarrolla de forma simultánea. Si
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Las opciones reales, aunque conceptualmente pueden parecer simples, en la práctica no lo
son. La ausencia de un mercado líquido de opciones reales genera dificultades para la es-
timación de los parámetros del modelo de valoración, como lo es la volatilidad del activo
subyacente, sumado a los efectos que generan las interacciones estratégicas del entorno y la
idiosincrasia misma de las flexibilidades. Además, cada opción real está definida de forma
única por su contexto o naturaleza y, muchas veces, requiere de una valoración personalizada
(Lambrecht, 2017).
1.4. Antecedentes teóricos y modelo de valoración
El ROA surge como una adaptación de los modelos de valoración de opciones financieras
desarrollados en los trabajos seminales de Black y Scholes (1973), Merton (1973) y Cox,
Ross y Rubinstein (1979). Esta adaptación se identifica inicialmente en los trabajos de Mer-
ton (1974) y Myers (1977). Merton (1974) extendió el modelo Black-Scholes (BS) al análisis
de reclamaciones contingentes (CCA, por su siglas en inglés) para el tratamiento de proble-
mas corporativos, donde asume que la deuda de una empresa puede ser considerada como
una reclamación sobre el valor subyacente de la misma, con un precio de ejercicio igual al
valor nominal y una fecha de vencimiento igual a su madurez. Una ventaja adicional que se
identifica en su aplicación, como afirman Smit y Trigeorgis (2004), es que permite reducir
las complejas estructuras corporativas y de los proyectos de inversión, a simples estructuras
analíticas conformadas por diferentes tipos de opciones reales.
Myers (1977) extendió esta propuesta al contexto de valoración de los activos reales y opor-
tunidades de inversión, los cuales pueden ser vistos como opciones en las diferentes etapas
de su desarrollo. De esta forma, Myers (1977) acuñó el término “Opciones Reales” y muestra
que el valor de una empresa se deriva no solo de sus activos, sino también de sus futuras
oportunidades de inversión u opciones de crecimiento. Desde entonces, la evaluación de in-
versiones, junto con el ROA, ha representado una herramienta poderosa para el tratamiento
de todo tipo de problemas corporativos. De igual forma, Kester (1984) encontró que los mé-
todos tradicionales de valoración ignoran las flexibilidades de la empresa y sus oportunidades
de crecimiento futuro, por lo que se requiere de técnicas adecuadas que las incorporen.
Brennan y Schwartz (1985) y McDonald y Siegel (1986) desarrollaron aplicaciones para
inversiones en recursos naturales e incorporan la teoría de control óptimo para encontrar
políticas de ejercicio en: i) el momento de la inversión y, ii) en la gestión y el abandono de los
proyectos. En la valoración, modelaron los precios (Brennan y Schwartz, 1985) y beneficios
y costos (McDonald y Siegel, 1986) a partir de procesos estocásticos del tipo movimiento
Browniano geométrico (MGB) bajo el supuesto de que el activo real y/o proyecto de inversión
tienen un mercado. Mason y Merton (1985) argumentaron que esta premisa se basa en la
hipótesis de que este activo también es un elemento que contribuye al valor de mercado de
la empresa y, por tanto, es posible considerarlo como un activo financiero. Sobre esta base,
es posible contemplar el valor del activo real como el subyacente de una opción y, en un
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las dos empresas lanzan el videojuego al tiempo (año 2), se asume que el valor ($400 mi-
llones) se distribuye para las dos empresas teniendo en cuenta su presencia de mercado y el
valor de la inversión. Dadas las alternativas que presenta cada una, se encuentran los siguien-
tes escenarios para cada nodo terminal del árbol:
Nodo 1: $758,6
i) Si las dos empresas invierten, sus pagos finales son: ($235,2; $83,4).
Este resultado se obtiene de tomar el payoff : max($758, 6 − $220; 0) = $538, 6 y
repartirlo en función de su presencia de mercado.
Empresa A (60%) = $235,2
Empresa B (40%) = $83,4
ii) y iii) La empresa A invierte mientras que B no. En este caso, si A invierte se apropia com-
pletamente del valor total ($538,6), mientras que B no obtiene beneficio alguno ($0).
La misma lógica aplica si B decide invertir mientras que A no. En este caso se tiene:
Empresa A invierte y Empresa B no invierte: = ($538,6; $0)
Empresa A no invierte y Empresa B invierte: = ($0; $538,6)
iv) Las dos empresas deciden no invertir (NI), entonces ambas obtienen $0: ($0; $0).
Como resultado se obtiene el equilibrio de Nash, el cual representa el valor estratégico de la
opción: ($235,2; $83,4).
Nodo 2: $400
i) Si las dos empresas invierten, sus pagos finales son: ($20; $-60).
ii) y iii) Si la empresa A invierte y B no, la empresa A se apropia completamente del valor total
$180 ($400 - $220), mientras que B no obtiene beneficio alguno: ($180; $0). Ahora, si
B decide invertir y A no, el resultado es ($0; $180).
iv) Las dos empresas deciden no invertir (NI), entonces ambas obtienen $0: ($0; $0).
Como resultado se obtiene el equilibrio de Nash, el cual representa el valor estratégico de la
opción: ($180; $0).
Nodo 3: $210,9
i) Si las dos empresas invierten, sus pagos finales son: ($-93,4; $-135,5).
ii) y iii) Si la empresa A invierte y B no, la empresa A se apropia completamente del valor total
$-9,1 ($210,9 - $220), el cual representa una pérdida, mientras que B no obtiene ni
beneficio o pérdida alguna: ($-9,1; $0). Ahora, si B decide invertir y A no, el resultado
es ($0; $-9,1).
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Figura 1.2: Cursos de acción alternativos
i. Invierte ahora (alta demanda) o espera (baja demanda)
ii. Después de invertir: expande (alta demanda) o contrae/abandona (baja demanda)
iii. Después de esperar: invierte (alta demanda) o no invierte (baja demanda)
Fuente: elaboración propia.
tarse como VPN ampliado (o VPN total) el cual integra el VPN estático (sin flexibilidad) y
el valor de la(s) opción(es) real(es)6.
La incorporación de las opciones reales al análisis de las decisiones de inversión ha permitido
desarrollar un modelo integrado que permite resolver gran parte de las limitaciones que pre-
senta el modelo de FCD. Sin embargo, surge aquí una preocupación: una mejora en el diseño
de herramientas más completas para la toma de decisiones de inversión exige a su vez de
modelos de mayor complejidad. De hecho, la valoración de opciones reales exige la integra-
ción de modelos propios de la teoría de opciones financieras y de las finanzas corporativas,
así como la incorporación de herramientas de la teoría de la decisión, de la probabilidad y
estadística y, la programación dinámica.
6 La determinación de este valor ampliado ha representado un verdadero reto en la teoría financiera. La
incorporación de las opciones reales al análisis de las decisiones de inversión ha permitido desarrollar un modelo
integrado que ayuda a resolver gran parte de las limitaciones que presenta el modelo de FCD; sin embargo, surge
aquí una preocupación: una mejora en el diseño de herramientas más completas para la toma de decisiones de
inversión exige, a su vez, modelos más complejos.
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iv) Las dos empresas deciden no invertir (NI), entonces ambas obtienen $0: ($0; $0).
Como resultado se obtiene el equilibrio de Nash, el cual representa el valor estratégico de la
opción: ($0; $0).
Para encontrar estos valores estratégicos de la opción (equilibrio de Nash), se utilizan las
reglas y los métodos de solución del juego descritos. A diferencia de los juegos clásicos,
se encuentra que la decisión óptima de las empresas (invertir o no) depende del estado de
naturaleza (nodo) que finalmente se encuentre, es decir, las empresas se enfrentan a decisio-
nes contingentes. Por tanto, el análisis revela que los beneficios que obtiene cada empresa
de seguir una estrategia determinada dependen tanto de la incertidumbre futura, como de la
decisión de su rival.
Una vez que se obtienen estos valores estratégicos de la opción en cada nodo terminal, se
aplica la misma lógica de inducción hacia atrás en el árbol para calcular el valor estratégico
de la flexibilidad en un contexto de duopolio (o bajo rivalidad). De esta forma se tiene:
Empresa A:
En t = 1
e−0,06×1 [0,5157 $235, 2 + 0,4843 $180] = $196, 30
e−0,06×1 [0,5157 $180 + 0,4843 $0] = $87, 41
En t = 0
e−0,06×1 [0,5157 $196, 3 + 0,4843 $0] = $135, 20
Empresa B:
En t = 1
e−0,06×1 [0,5157 $83, 4 + 0,4843 $0] = $40, 52
e−0,06×1 [0,5157 $0 + 0,4843 $0] = $0
En t = 0
e−0,06×1 [0,5157 $40, 52 + 0,4843 $0] = $19, 68
Como resultado se encuentran los valores estratégicos que obtendrían las dos empresas ($135,20;
$19,68) si deciden invertir en esta oportunidad en un tiempo de dos años.
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llos escenarios no deseados o producto de la presión competitiva (Trigeorgis, 1996; Smit y
Trigeorgis, 2004). Surge entonces una preocupación respecto al desarrollo de valoraciones
sesgadas o poco confiables (Brennan y Schwartz, 1985).
1.3. Cambio de paradigma: flexibilidad, incertidumbre y
estrategia corporativa
La toma de decisiones de inversión representa una tarea compleja que requiere la compren-
sión, no solo del funcionamiento del mercado y su naturaleza incierta, sino también de la
interacción estratégica de todos los agentes que participan en él. Por tanto, el criterio de in-
versión que provee el modelo tradicional debe ir acompañado de herramientas de análisis
complementarias en un contexto de riesgo e incertidumbre, esto con el objetivo de encontrar
un modelo de valoración adecuado, dado que un simple E[VPN] positivo no es suficiente. Por
ejemplo, la empresa puede incorporar decisiones estratégicas con el propósito de responder a
la incertidumbre futura: si no hay certeza para emprender ahora la inversión, se puede optar
por un periodo de espera, es decir, diferir la inversión hasta cuando se identifique el momento
adecuado para invertir. Durante el periodo de espera se puede revelar nueva información que
podría beneficiar la inversión.
De igual forma, si la empresa resuelve invertir en el proyecto puede tomar una decisión
estratégica en el futuro. Por ejemplo, en el estado de baja demanda donde se enfrentará a una
posible caída de sus ventas, la empresa puede adaptarse a estas condiciones al modificar su
escala de producción. Aquí, la empresa tiene la opción de reducir (contraer) su capacidad
de producción y, con ello, encontrar una reducción de sus costos operativos: para producir
menos, contrata menos personal, adquiere menos insumos y materia prima y reduce sus gastos
administrativos. Si la caída es muy fuerte, puede optar por el abandono del proyecto. En caso
contrario, al enfrentarse a un estado de alto crecimiento, la empresa puede optar por ampliar
(expandir) su capacidad de producción, con el propósito de aprovechar la alta demanda. La
figura 1.2 presenta algunos ejemplos sencillos de flexibilidades u opciones reales que están
presentes en las decisiones de inversión.
Estas decisiones que modifican el proyecto original (esperar, contraer o expandir, etc.) repre-
sentan respuestas estratégicas (opciones) para enfrentar las condiciones inciertas del merca-
do, las cuales pueden generar un aumento de su valor. Sin embargo, estos cursos de acción
no pueden ser incorporados en el modelo FCD directamente, como respuesta surge el ROA.
Se entiende por opciones reales al conjunto de alternativas disponibles que permiten tomar
cursos de acción diferentes al descrito en el escenario esperado (Romero, 2006).
Las opciones reales pueden representar un enfoque de valoración innovador que permite to-
mar decisiones de inversión estratégicas con mayor información. Como resultado, se puede
alcanzar una mejora sustancial en el valor: un aumento de las ganancias, o bien, se pueden
limitar las pérdidas probables. Por tanto, el verdadero valor de una inversión debe interpre-
13
Una empresa no está sola en el mercado y, por tanto, en cada decisión de inversión debe
contemplar la incertidumbre asociada a las respuestas estratégicas de la competencia.
Por ejemplo, si la empresa decide invertir ahora para desarrollar un nuevo producto o
para entrar en un nuevo mercado, es posible que esta obtenga una ventaja competiti-
va; sin embargo, si la competencia responde rápida o anticipadamente, los resultados
deseados se pueden limitar o incluso eliminar sobre todo cuando la competencia cuen-
ta con gran poder de mercado5. Si decide esperar un mejor escenario, la competencia
puede anticiparse y la empresa puede perder la oportunidad, pero si esta adelanta la
inversión sin contar con la información necesaria, o no es el escenario adecuado, los
resultados pueden ser desastrosos.
Por tanto, la decisión de inversión requiere de una compleja evaluación y gestión ópti-
ma de opciones estratégicas que solo puede abordarse con las herramientas analíticas
adecuadas (Chevalier-Roignant y Trigeorgis, 2011). La evaluación inicial de invertir o
no, se puede adelantar mediante el análisis de opciones reales, pero este proceso tam-
bién requiere la incorporación de decisiones estratégicas en respuesta a las acciones
de la competencia. Un análisis adecuado bajo esta perspectiva exige una combinación
de la teoría de opciones reales y la teoría de juegos y comprende un nuevo marco de
análisis denominado juegos de opciones reales (ROG, por sus siglas en inglés) (Zapa-
ta, 2016). Cuando el desempeño de una empresa se ve afectado por las acciones de la
competencia, se requiere cambiar el criterio de inversión óptima (Smit y Trigeorgis,
2004) y la integración de la teoría de juegos ayuda a resolver el problema.
Este enfoque integrado se ha venido desarrollando desde la década de los noventa y
se encuentran importantes contribuciones en Smit y Trigeorgis (2004) y Chevalier-
Roignant y Trigeorgis (2011), entre otros. De acuerdo con Smit y Trigeorgis (2004), la
utilidad de la teoría de juegos en el análisis de las decisiones estratégicas de inversión se
identifica en: i) ayuda a reducir un problema estratégico complejo a una estructura ana-
lítica sencilla que consta de pocas dimensiones y, ii) introduce una solución que puede
ayudar en la comprensión (y anticipación) del comportamiento de los competidores.
Sin embargo, está aplicación, a diferencia de la teoría de juegos estándar, suele ser
más compleja ya que cada empresa tiene que anticipar las posibles acciones y tiempos
disponibles para sus competidores, situación que no siempre es posible. Por ejemplo,
cuando se evalúan decisiones de inversión para un nuevo producto de tipo tecnológico,
o al entrar en un nuevo mercado, una empresa no siempre cuenta con la suficiente
información o conocimiento y, por tanto, la estimación de sus beneficios se vuelve
confusa.
Como resultado, se encuentra que el modelo tradicional ignora, o no captura, adecuadamente
la flexibilidad que permite adaptar o revisar las decisiones de inversión en respuesta a aque-
5 Toda empresa se enfrenta siempre al dilema de poner en marcha la inversión de forma inmediata buscando
obtener una ventaja frente a la competencia, o esperar mejores condiciones en el mercado que le permitan
emprender la inversión con menor incertidumbre.
Capítulo 7
Aplicación: proyectos de infraestructura
Desde la década de los noventa, las asociaciones público-privadas (APP) han representado
un esquema útil para la financiación de proyectos de infraestructura a largo plazo bajo una
estructura contractual que lleva a la creación de una entidad económica independiente cono-
cida como la concesión o vehículo de propósito especial (SPV, por sus siglas en inglés) y, se
fundamenta en la generación de ingresos1 a través del cobro de una tarifa, principalmente en
infraestructura vial, como carreteras de peaje. Bajo este esquema, el Gobierno obtiene acceso
a capital privado2, así como a su experiencia y conocimiento basado en la premisa de que
el sector privado tiene incentivos para financiar, construir y gestionar grandes proyectos de
infraestructura de forma mucho más eficiente que el sector público (Yescombe, 2002; Gat-
ti, 2008). Para ello, se estructura un contrato de concesión por un periodo que debería ser
suficiente para asegurar la recuperación de su inversión (Grimsey y Lewis, 2002).
Este esquema tiene ciertas características distintivas frente al financiamiento corporativo tra-
dicional (Gatti, 2008; Brandão y Saraiva, 2008). En el contrato de APP, un grupo de patrocina-
dores (accionistas de la compañía del proyecto) y los prestamistas proporcionan los recursos
necesarios para diseñar, construir y administrar el proyecto. Esta financiación se caracteriza
por los grandes desembolsos de recursos (deuda y capital), largos plazos para recuperar la
inversión y los múltiples participantes con diferentes responsabilidades e intereses. La figura
7.1 muestra un esquema proforma de todos los participantes del contrato de concesión.
La principal característica estructural de la concesión es su limitada discreción en la gestión
del proyecto, donde debe enfocar todos sus esfuerzos en la generación de ingresos y, a partir
de estos, cubrir las obligaciones contraídas y remunerar a todas las partes involucradas. Cabe
anotar que, bajo este esquema de financiación, los acuerdos contractuales se utilizan como
un mecanismo para la gestión de riesgos. Por ello, una adecuada gestión y asignación de
1 El nivel de ingresos que genera el proyecto es el insumo más importante en el que se basa toda la transac-
ción del acuerdo de APP.
2 La restricción presupuestal, la necesidad para mejorar y ampliar la provisión de bienes y servicios públicos,
así como la transferencia de riesgos, han llevado al Gobierno a acudir a inversionistas privados para participar
en estos acuerdos contractuales de largo plazo (Grimsey y Lewis, 2002).
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La estructuración de un proyecto de inversión requiere de un pronóstico de los flujos
de caja, los cuales anticipan el posible resultado de su puesta en marcha, mediante
la creación de expectativas, pero estas representan simples estimaciones de lo que se
espera va a pasar en el futuro (Romero, 2006). Sin embargo, no siempre se alcanza
el resultado deseado. La presencia de eventos inciertos puede afectar el desempeño
futuro de la inversión de forma positiva al mejorar sus resultados, por ejemplo, ante un
aumento de la demanda, o de forma negativa al generar pérdidas debido a una caída en
esta o por un incremento en los costos y gastos4. Estas variables incorporan volatilidad
en los flujos esperados y representan un nivel de riesgo que se debe considerar en la
toma de decisión de inversión.
Por su parte, el modelo de FCD no incorpora esta incertidumbre de forma explícita,
dado que este solo tiene en cuenta parte de su efecto en la tasa de descuento (Copeland
y Antikarov, 2001). Un mayor nivel de riesgo en la inversión solo se refleja en una
mayor tasa, por tanto, la connotación riesgosa de la inversión se traduce directamente
en un menor VPN de los flujos.
2. La omisión de las respuestas estratégicas (flexibilidades) como respuesta a la naturaleza
incierta de los flujos de caja.
Generalmente, la realización de los flujos de caja puede diferir de lo inicialmente “es-
perado”, lo cual representa un mayor riesgo y puede afectar el éxito de la inversión
(Dixit y Pindyck, 1994; Trigeorgis, 1996). A medida que pasa el tiempo, va llegando
nueva información que permite revisar el desarrollo de la inversión y, con ello, tomar
cursos alternativos que modifiquen la inversión original para maximizar su valor. Las
decisiones que modifican el proyecto original (como esperar para invertir) o que modi-
fican su escala (contraer o expandir, etc.), representan respuestas estratégicas que puede
adoptar la empresa para enfrentar las condiciones inciertas del mercado, las cuales re-
percuten en un aumento de su valor. Estas respuestas estratégicas representan opciones
reales que, generalmente, están incorporadas en las diferentes alternativas de inversión.
Además, las opciones reales introducen una nueva perspectiva respecto al efecto que
genera la incertidumbre en el valor de las inversiones y que va en contraposición de la
visión tradicional de valoración. En resumen, las opciones reales pueden representar un
modelo de aprendizaje (Mun, 2002) que permite tomar decisiones estratégicas y mejora
el desempeño de la inversión original a medida que se va resolviendo la incertidumbre
con la llegada de nueva información. Como resultado, se puede alcanzar una mejora
sustancial en el resultado de la inversión, como un aumento de sus ganancias, o bien,
se pueden limitar las pérdidas probables.
3. La erosión de valor producto de la fuerte competencia que puede afrontar una oportu-
nidad de inversión.
4 Desde este marco de análisis, se considera solo la incertidumbre cuantificable, es decir, aquella que puede
representarse a través de parámetros estadísticos y probabilidades de ocurrencia (Romero, 2006).
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Figura 7.1: Participantes del contrato de APP y acuerdos relacionados
Fuente: elaboración propia.
los riesgos representa un elemento crucial y se identifica como un requisito indispensable
para garantizar su éxito. Además, la naturaleza específica del contrato de concesión origina
compromisos y responsabilidades mutuas, entre el Gobierno y el concesionario (el SPV), que
generalmente no pueden ser analizadas en el contexto general de los proyectos de inversión
tradicionales. Aquí, la toma de decisiones debe ampliarse para incluir los intereses de todos
los actores que participan en el acuerdo. A esto se suman los conflictos que pueden surgir
durante su desarrollo y que pueden llevar a una terminación anticipada.
7.1. Flexibilidades y renegociación del contrato
Una vez que se toma la decisión de implementar una APP, el Gobierno como originador
de la iniciativa y tomador de decisión, debe conocer el valor de la flexibilidad que ofrece.
Debería poder determinar su impacto en la viabilidad del proyecto y comprender el costo
fiscal que podría soportar. En este contexto, la teoría de las opciones reales proporciona un
marco adecuado para cumplir este propósito. Sin embargo, la presencia de intereses de todas
las partes que exhibe un acuerdo de APP hace que el análisis de opciones reales sea diferente
de su tratamiento convencional, es decir, de las estructuras simples de flexibilidad cuando
se analizan, por ejemplo, opciones de diferir, expandir o abandonar, entre otros, donde el
tomador de decisiones busca maximizar su valor presente o rentabilidad.
La incorporación del ROA permite obtener una estimación adecuada de estos valores de las
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caja descienden a $200 millones. En estos dos estados las proyecciones de los flujos son las
siguientes:






















Ahora, los flujos de caja anuales de $400 millones del ejemplo inicial pueden verse como el
valor esperado de $600 millones en el estado de alto crecimiento, con una probabilidad del
50% y $200 millones en el estado de recesión con una probabilidad del 50%.
Con una tasa de descuento (TIO) del 20%, el VPN esperado (E[VPN]) de esta inversión es
















= 0,5 × $553,24 + 0,5 × (−$482,25)
= $35,49
Es decir, el E[VPN] es de $35,49 millones, igual al valor que se encontró en el modelo con
certeza, y la recomendación sigue siendo la misma: invertir en el proyecto. Sin embargo, la
empresa debe tener presente que en el futuro solo uno de los dos estados de naturaleza ocu-
rrirá, representándole un valor de $553,24 millones en el estado de alto crecimiento, o una
pérdida considerable de -$482,25 millones en el estado de recesión. A pesar de encontrar un
resultado positivo, surge aquí el dilema de invertir o no en el proyecto, dado el nivel de riesgo
que se asumiría. Si la empresa emprende el proyecto de ampliación de su planta, y se encuen-
tra con el estado de recesión, las pérdidas pueden ser cuantiosas, con una alta probabilidad
de ocurrencia (50%), aunque el escenario de alto crecimiento, con igual probabilidad, puede
resultar atractivo.
En este contexto, el modelo FCD presenta deficiencias que han sido ampliamente reconocidas
en la teoría financiera:
1. La incorporación del riesgo y la incertidumbre como un componente negativo que se
ve reflejado solo en una mayor tasa de descuento.
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garantías contingentes. Una ventaja adicional es que permite asimilar una dinámica propia de
los factores de riesgo y, así, modelar el comportamiento del tráfico vehicular3. La tabla 7.1
presenta los trabajos más conocidos en materia de aplicación de opciones reales en infraes-
tructura.
Tabla 7.1: Aplicaciones de opciones reales en infraestructura
Garantías de ingreso
mínimo
Bowe y Lee (2004), Garvin y Cheah (2004), Cheah y Liu
(2006), Wibowo (2006), Vassallo y Soliño (2006), Brandão
y Saraiva (2008), Blank, Baidya y Dias (2009), Galera y
Soliño (2010), Shan, Garvin y Kumar (2010), Ashuri et al.
(2012), Iyer y Sagheer (2011), Wibowo, Permana y Kochen-
dörfer (2012), Pellegrino, Vajdic y Carbonara (2013), Liu,
Yu y Cheah (2014), Feng, Zhang y Gao (2015), Feng et al.
(2016), Power et al. (2016), Carbonara y Pellegrino (2018),
Zapata, Mejía y Marques (2019).
Terminación anticipa-
da y renegociación del
contrato
Rose (1998), Iossa et al. (2007), Irwin y Mokdad (2009),
Liu y Cheah (2009) Xiong, Zhang y Chen (2015), Zhang y
Xiong (2015), Attarzadeh et al. (2017), Buyukyoran y Gun-
des (2017), Liu, Gao y Cheah (2017), Giraldo (2019).
Extensión del contra-
to y duración óptima
Ho y Liu (2002), Zhang, Feng y Zhang (2018).
Fuente: elaboración propia.
7.2. Garantía de ingreso mínimo
En los proyectos de APP, el Gobierno puede asumir futuros compromisos presupuestales pa-
ra hacer que el proyecto sea rentable, especialmente, cuando algunos riesgos involucrados
se materializan. Por ejemplo, en proyectos de carretera de peaje el nivel de tráfico vehicu-
lar puede afectar fuertemente el nivel de ingresos de la concesión (el SPV) y, por ende, la
rentabilidad mínima de los inversionistas. El riesgo de tráfico (o de demanda) genera una
preocupación importante y puede afectar el desarrollo del proyecto, incluso, afectar el cierre
financiero.
En aquellas carreteras que presentan un tráfico esperado bajo o tienen una alta probabilidad
de caída futura, generan una alta incertidumbre sobre los ingresos esperados; aquí los inver-
sionistas anticipan este comportamiento en el tráfico vehicular y pueden no estar dispuestos a
participar en la financiación del proyecto. De igual forma, si los prestamistas (principalmente,
los bancos) identifican este tipo de incertidumbres en la financiación pueden no estar dispues-
tos a participar en el proyecto. En ese sentido, la mejor alternativa para que el Gobierno pueda
alcanzar el cierre financiero y, con ello, promover el proyecto, es comprometerse a realizar
3 De igual forma, se pueden incorporar otros factores mediante procesos estocásticos para modelarlas de
manera independiente, como indica Rose (1998).
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V PN > 0 V PN < 0
Fuente: elaboración propia.
1.2. Limitaciones del modelo FCD
En el modelo tradicional de valoración (FCD), la decisión de invertir se fundamenta en un
criterio rígido: se invierte ahora o nunca, además, si se invierte en el proyecto, este no se
modifica. Por esta razón, el FCD se considera un modelo estático, al suponer implícitamente
que una vez que el proyecto arranca, sus características originales no pueden modificarse. De
esta forma, la aplicación del modelo de FCD descarta la posibilidad de incorporar decisiones
estratégicas para hacer frente a la alta incertidumbre que puede enfrentar el proyecto a lo
largo de su vida, es decir, no tiene en cuenta la flexibilidad gerencial que puede alterar o
modificar el curso de la inversión.
Lo anterior significa que la incertidumbre de los flujos de caja no se incorpora explícitamente
en el cálculo del VPN3. En realidad, asumir un solo valor (esperado) de los flujos de caja para
cada momento (t) es muy limitado, dado que hay muchas rutas posibles que se podrían pre-
sentar durante la vida del proyecto. Sin embargo, la aplicación del VPN se realiza asumiendo
condiciones de certeza donde se utiliza solo la información que está disponible en la actuali-
dad. El ejemplo 1.1 puede extenderse para incorporar escenarios de riesgo e incertidumbre.
Ejemplo 1.3
Asumamos que los flujos de caja anuales ($400 millones) que espera obtener la empresa
para los próximos 4 años representan el valor esperado de dos posibles resultados, los cuales
caracterizan dos estados de naturaleza en el mercado, cada uno con una probabilidad de
ocurrencia del 50%. Por ejemplo: a) un estado de alto crecimiento en el que sus ventas
aumentan considerablemente y, por tanto, sus flujos de caja ascienden a $600 millones; o
b) un estado de recesión en el que vende una cantidad menor de la esperada y sus flujos de
3 En su aplicación, el VPN representa el descuento de los flujos de caja esperados del proyecto en condicio-
nes de certeza.
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pagos a la concesión cuando el nivel de tráfico no alcance un nivel apropiado predefinido que
garantice un ingreso mínimo a la concesión o el pago de las obligaciones adquiridas con los
prestamistas, es decir, el pago de la deuda.
Estos esquemas de garantía, permiten que el proyecto sea económicamente factible y fi-
nancieramente atractivo para los inversionistas privados. En ambos casos, el Gobierno está
dispuesto a asumir el riesgo de tráfico y se compromete a realizar pagos garantizados bajo
escenarios “contingentes”, es decir, solo si y si el tráfico vehicular no alcanza un nivel de-
terminado el Gobierno desembolsará los recursos requeridos, en caso contrario, estos pagos
no serán necesarios. Sin embargo, a medida que otorga estas garantías, el Gobierno se hace
responsable de algunos de los riesgos del proyecto y debe cuantificarlos adecuadamente para
determinar el nivel óptimo de recursos comprometidos a fin de evitar fuertes impactos fis-
cales, así como pasivos contingentes a largo plazo. Por tanto, su principal preocupación está
en cómo determinar el valor total comprometido. Cabe anotar que el modelo tradicional de
valoración no permite realizar este tipo de análisis.
Valoración de la garantía como una opción put
La garantía de ingreso mínimo representa una de las formas más comunes a nivel teórico y
empírico y es la forma más común de compartir del riesgo de caída de los ingresos (down-
side) entre el concesionario y el Gobierno durante la fase operativa del proyecto (tabla 7.1).
Al ofrecer este mecanismo, el Gobierno asume parcialmente el riesgo al compensar moneta-
riamente al concesionario, si el ingreso generado por el cobro de peaje cae por debajo de un
umbral, es decir, un nivel mínimo garantizado (Brandão y Saraiva, 2008).
Los ingresos de la concesión en el año t (Rt) están determinados por:
Rt = Tt × ft (7.1)
donde: Tt es el nivel de tráfico vehicular anual y f la tarifa pagada, la cual se ajusta cada año
según el nivel de precios (inflación), mientras el nivel de tráfico adopta una dinámica alea-
toria. Cabe aclarar que el cobro se realiza de forma diferencial dependiendo de la categoría
de vehículo que transita por la carretera. Entonces, para facilitar la aplicación se determina
un tráfico diario promedio anual (TDP), es decir, Tt =TPD. De forma análoga, se calcula la
tarifa promedio para todas las categorías de vehículos.
De esta forma, se asume que TPD representa el nivel de tráfico (Tt) indicado en la ecuación
(7.1) y se considera como la principal fuente de incertidumbre el proyecto de concesión,
mientras que ft se asume de forma determinística. Por tanto, como indican Brandão y Saraiva
(2008), la garantía de ingreso mínimo es equivalente a una garantía de tráfico mínimo.
Ahora, bajo el espacio de probabilidad filtrado (Ω,F ,F(t0),P), se asume que Tt sigue un
proceso estocástico del tipo MGB4
dTt/Tt = μdt + σdWt (7.2)
4 Aunque es usual asumir un proceso del tipo MGB no siempre es el mejor o el más adecuado para modelar
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con valor de $800 millones y cuenta con un pasivo total por valor de $1200 millones. Se sabe
además que el costo promedio de su deuda (kD) es de 10,81% y el costo del capital (kE) es
del 14,45%2. Además, si la tasa impositiva es del 35%, se tiene que el WACC es
WACC = 8001200 + 800 0,1445 +
1200
1200 + 800 0,1081(1 − 0,35) = 10 %
De igual forma, como tasa de descuento puede usarse la tasa de interés de oportunidad (TIO)
del inversionista, donde la TIO representa aquella tasa de rentabilidad que caracteriza la al-
ternativa de inversión que se escoge como criterio de comparación. Una vez se tiene la tasa de
descuento, el VPN permite definir un criterio de decisión, el cual sugiere que un proyecto de
inversión es viable si el VPN > 0, de lo contrario el proyecto no se recomienda. El siguiente
ejemplo permite comprender mejor su aplicación.
Ejemplo 1.2
Considere una empresa que tiene el proyecto de ampliación de su planta de producción para
los próximos 4 años. El montaje de esta planta representa una inversión total de $1000 millo-
nes hoy, y como resultado la empresa espera obtener unos flujos anuales de $400 millones,











Además, se sabe que la TD de la empresa es del 20%. El VPN de esta inversión es de $35,49
millones, valor que se obtiene al aplicar la ecuación (1.1)





Como resultado, se tiene un proyecto que es viable a la tasa de descuento indicada y, por
tanto, se recomienda su puesta en marcha. Cabe resaltar la relación inversa entre la TD y el
VPN: si la TD es mayor, como resultado se obtiene un menor VPN o viceversa. Por ejemplo,
si la TD es del 25%, el VPN desciende ahora a -$55,36 millones, razón por la cual no se
recomendaría la inversión. La figura 1.1 permite visualizar esta relación inversa entre la TD
y el VPN.
2 Para obtener el costo del capital se asume que la empresa negocia sus acciones en un mercado de valores
y tiene una beta (medida de riesgo sistemático) de 1,25, el rendimiento del portafolio de mercado es del 12,5%
anual y la tasa de interés libre de riesgo es del 4,7% anual.
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donde: μ y σ representan la tasa de deriva y la volatilidad de los rendimiento de Tt, respecti-
vamente, mientras dWt es un proceso estándar de Wiener.
El comportamiento de Tt determina si la concesión requiere o no el apoyo del Gobierno. Así,
para cada año t, el aporte de estos recursos Gt estará determinado por la diferencia entre el
ingreso mínimo garantizado (Pt) y el nivel de ingresos observado (Rt), si el nivel de ingresos
desciende de un nivel mínimo (ecuación 7.3).
Gt = Max(0, Pt − Rt) (7.3)
Lo anterior implica que (Pt) o (Rt) representan el ingreso efectivo de la concesión en cada





Rt si Rt > Pt
Pt si Rt < Pt
De esta forma, el ingreso del concesionario para cada t viene determinado por:
ERt = max(Rt, Pt) (7.4)
Finalmente, como el ingreso garantizado se estima y compara para cada año, su aplicación
contingente requiere una valoración completa. En el contexto riesgo-neutral, todas las esti-
maciones que se realizan a partir de la ecuación 7.3 deben descontarse al momento t = 0. Lo
anterior significa que el valor total de la garantía de ingreso mínimo (GIM) comprometida por
el Gobierno es determinado como una serie de opciones de put europeas con vencimientos
de un año (Brandão y Saraiva, 2008), que va desde el primer año (h) de la fase de operación
hasta T (finalización de la concesión), de modo que T ≥ h. Así, el valor total de la garantía





(1 + r)t (7.5)
Aplicación
En la aplicación del modelo de valoración de garantías de ingreso mínimo, se propone un
proyecto de concesión hipotético en Colombia de una carretera de peaje de doble calzada
que se compone de dos unidades funcionales (UF) y cuenta con una extensión total de 60
km. El proyecto se desarrollará bajo un esquema BOMT, donde los inversionistas privados
se comprometen a financiar, diseñar, construir, operar y administrar la infraestructura y, al
terminar el periodo de concesión esta se transferirá al Gobierno sin contraprestación alguna.
la dinámica del tráfico vehicular, como mostraron Zapata et al. (2019). Por tanto, antes de su aplicación se
recomienda emplear las pruebas estadísticas correspondientes, como los test de raíz unitaria de Dickey-Fuller
o el Dickey-Fuller aumentado y el test Ratio-Variance (para más detalles ver Bastian-Pinto, Brandão y Hahn
(2009)).
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valor presente neto (VPN) y la tasa interna de retorno (TIR)1. Aunque son varias las metodo-
logías que se identifican para determinar la viabilidad financiera de una inversión, la superio-
ridad del VPN como criterio de decisión en la clasificación y selección de oportunidades de
inversión es generalmente aceptada.
El VPN indica el incremento de valor que genera la inversión si esta se lleva a cabo. En otras
palabras, representa los recursos (netos) que obtiene el inversionista hoy (en el momento t=0
o momento de la valoración), después de descontar los flujos de caja a una tasa adecuada y al
restarle el monto de la inversión. Esta técnica estándar se basa en un principio fundamental de
las finanzas: el valor del dinero en el tiempo. Aquí, los flujos de caja (FC) que espera generar
un proyecto durante un periodo de tiempo determinado se descuentan a una tasa de interés.
El resultado de esta suma de valores descontados se compara con el valor de la inversión (I),
como indica la ecuación (1.1).




(1 + TD)t (1.1)
donde: TD representa la tasa de descuento, la cual debe reflejar la rentabilidad requerida
por la compañía o sus accionistas sobre la inversión. Uno de los temas más polémicos en
la evaluación de inversiones es la elección de la tasa de descuento apropiada y, por tanto,
la atribución de un nivel de riesgo al proyecto (Copeland y Antikarov, 2001). Esta tasa de
descuento se puede estimar de varias formas, por ejemplo, se puede utilizar el costo promedio
ponderado del capital (WACC, por sus siglas en inglés). El WACC permite representar el
costo (promedio) de todas las fuentes de financiación y se obtiene al aplicar la ecuación (1.2)
WACC = wE kE + wD kD(1 − τ) (1.2)
donde: τ representa la tasa impositiva, kE y kD representan el costo del capital y de la deuda,
respectivamente, mientras wE y wD representan la participación (%) del patrimonio (E) y la
deuda (D) en la estructura de financiación, es decir:
wE =
E
D + E ; wD =
D
D + E
El enfoque más utilizado en la teoría financiera para estimar el kE es el modelo de valoración
de activos de capital (CAPM, por sus siglas en inglés). El CAPM muestra que los inversio-
nistas reciben una prima de mercado por encima de la tasa libre de riesgo al estar dispuestos a
asumir el riesgo sistemático (no diversificable), asociado con la industria o el sector en el que
se realiza la inversión (para más detalles ver Sharpe [1964], Lintner [1965] y Mossin [1966]).
Tomemos un simple ejemplo para revisar la estimación del WACC como tasa de descuento.
Ejemplo 1.1
Considere una empresa cuya estructura de financiación está conformada por un patrimonio
1 Otras metodologías muy conocidas y utilizadas son el periodo de recuperación de la inversión (PRI) y la
relación beneficio-costo (RBC), que incluso pueden incorporar la noción del valor del dinero en el tiempo.
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UF Intervención Longitud
UF1 Construcción y mantenimiento 24 km
UF2 Construcción y mantenimiento 36 km
El proyecto comprende dos fases: i) fase de construcción con duración de tres años, en la que
se espera la entrega de las dos UF; ii) una fase de operación y mantenimiento (O&M) de la
carretera con una duración de 22 años. Se estima que el valor total de la inversión asciende
a $580.750 millones (apróx. 0,58 billones). Además, se asume que el cobro de peaje se hará
en una caseta (punto de cobro), la cual estará a cargo de la concesión desde el primer año, sin
embargo, se establece una tarifa diferencial durante las fases de construcción y de O&M. Los
recursos recaudados en la fase de construcción se destinarán para cubrir parte de la inversión
requerida una vez se paguen los costos de funcionamiento e impuestos.
Después de entregar terminadas las dos UF, los recursos de recaudo de peaje se destinarán
para cubrir funcionamiento, impuestos y el servicio de deuda. Los saldos restantes, después
de reservas exigidas, se destinarán para el pago de dividendos a los inversionistas. En esta
fase de O&M, se realizará un ajuste a la tarifa de peaje correspondiente. Finalmente, el pro-
yecto será financiado con aportes de los inversionistas, recaudo de peaje (en los tres años de
construcción) y deuda (crédito sindicado), como se muestra a continuación:
Aportes Participación (%)
Recaudo de peaje 16,5
Inversionistas privados 16,4
Crédito sindicado 67,1
El crédito sindicado se negoció con bancos locales a una tasa del 8% a un plazo de 12 años.
Además, el crédito exige una relación mínima de cobertura del servicio de deuda (DSCR, por
sus siglas en inglés) de 1,2 a lo largo de la vida de la deuda.
Finalmente, para simplificar las cuentas, se trabajará con un TPD y una tarifa de peaje ponde-
rados, teniendo en cuenta el tráfico vehicular por categoría. Todos los supuestos del proyecto
se presentan en la tabla 7.2. A partir de esta información, se realizan las respectivas proyeccio-
nes y se construye el modelo financiero de la concesión. La tabla 7.3 resume los principales
resultados. Al usar una tasa de descuento (WACC) de 6,83%, las proyecciones del modelo
financiero dan como resultado un VPN de $125.469 millones y una TIR de 8,4%. Estos re-
sultados confirman la viabilidad financiera del proyecto de concesión. Adicionalmente, para
todo el periodo de amortización de la deuda, se encuentra una relación mínima de cobertura
del servicio de deuda de 1,21, es decir, las proyecciones de los recursos disponibles para el
pago de la deuda muestran que estos alcanzan para pagar como mínimo 1,21 veces el servicio
de deuda.
Capítulo 1
Opciones reales y valoración estratégica
de inversiones
Durante las últimas cuatro décadas, los modelos de valoración de opciones financieras se han
incorporado al análisis de opciones reales (ROA, por sus siglas en inglés), cuyo objeto de
estudio comprende la toma de decisiones estratégicas de inversión en un entorno dinámico
con capacidad de adaptación, propio de la teoría moderna de inversión bajo incertidumbre
(Baecker y Hommel, 2004). En este contexto, el ROA ofrece una alternativa robusta de va-
loración basada en una visión simple pero intuitiva: en contextos de alta incertidumbre, la
flexibilidad crea valor (Trigeorgis, 1996). Además, ofrece la posibilidad de tomar decisiones
de inversión óptimas (Brennan y Schwartz, 1985; McDonald y Siegel, 1986), asociadas a las
diferentes respuestas estratégicas (Trigeorgis, 1996; Amram y Kulatilaka, 1999), situación
que el modelo tradicional de valoración, basado en el flujo de caja descontado (FCD), no
incorpora debido a su carácter estático (Dixit y Pindyck, 1994).
El análisis tradicional de evaluación de inversiones, cuyo objeto de estudio está configurado
por el conjunto de reglas que sustentan las decisiones de inversión (Romero, 2006), le permite
al inversionista y/o al tomador de decisión escoger la mejor alternativa entre varias mediante
criterios predefinidos, tal es el caso del valor presente neto (VPN).
1.1. Modelo de flujo de caja descontado (FCD)
Un proyecto o una decisión de inversión tienen como propósito contribuir a la maximización
del valor de la empresa. Para ello, la inversión requiere comprometer unos recursos en el
presente con la promesa de recibir una compensación o beneficio en el futuro. La decisión
de invertir requiere, por tanto, que los recursos generados sean mayores que los recursos
comprometidos. En este caso, se dice que la decisión de inversión es viable.
Esta metodología le permite al inversionista escoger “la mejor” entre varias alternativas, par-
tiendo de algunos criterios predefinidos. Las metodologías más conocidas y utilizadas son el
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Cabe resaltar que la concesión genera recursos con los cuales apenas cubre sus obligaciones
financieras, lo cual puede representar un alto riesgo para los prestamistas, por ejemplo, si
el nivel de tráfico vehicular resulta ser más bajo de lo esperado. De igual forma, en este
escenario los inversionistas también pueden enfrentar un alto riesgo, dado que cualquier caída
del nivel de tráfico puede afectar su rentabilidad esperada.
Tabla 7.2: Supuestos del proyecto de concesión
Duración del proyecto (años) 22
Inversión total (millones) 580.750
TPD (No. de vehículos) 7.100
Tasa crecimiento del TPD (%) 6%
Tarifa de peaje fase construcción ($) 14.324
Tarifa de peaje fase O&M ($) 22.500
Costos de O&M (millones) 5.600
Inflación esperada (%) 3
Tasa impositiva (%) 34
Fuente: elaboración propia.
Un análisis estocástico del modelo financiero puede reflejar el nivel de riesgo que representa
el proyecto de concesión para los prestamistas e inversionistas privados. Para ello, se define
como principal fuente de incertidumbre el nivel de tráfico vehicular (T ). Esta variable será
modelada al asumir un proceso estocástico del tipo MGB, como indica la ecuación (7.2).
Figura 7.2: Serie histórica de tráfico vehicular
Fuente: elaboración propia, con base en Agencia Nacional de Infraestructura (ANI).
Para esta aplicación, se toma la serie histórica de tráfico vehicular de la carretera analizada
desde el año 2001 (figura 7.2) y se estiman los parámetros del proceso (μT : 6% y σT : 14%),
con los cuales se realiza la simulación de MC (100.000 iteraciones). La modelación del tráfico
vehicular bajo este supuesto permite estimar el valor esperado del VPN de proyecto; una
ventaja adicional es que permite obtener medidas de riesgo como la probabilidad de pérdida
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análisis de opciones reales: la estimación de la “volatilidad”. En primera instancia, se presenta
una discusión sobre la importancia y el tratamiento de las incertidumbres en las decisiones
de inversión y su incorporación al análisis de valoración. Para ello, se muestran los modelos
de estimación basados en soluciones analíticas, así como todos aquellos que permiten un
tratamiento consolidado de la volatilidad, gracias a la técnica de simulación de Monte Carlo.
El capítulo 5, permite extender la discusión anterior desde un contexto multidimensional,
gracias a la adaptación de los modelos multinomiales de valoración de opciones. Allí, se
abordará el problema de valoración y tratamiento de las incertidumbres. De igual forma, se
presentan los distintos modelos que permiten aproximarse al problema, y se introducen las
opciones arcoíris, con una aplicación sencilla de estas. En el capítulo 6, se introduce otro
elemento indispensable en la toma de decisiones bajo incertidumbre, que integra elementos
propios de la estrategia corporativa. A partir del análisis conjunto de la teoría de juegos y las
opciones reales se presenta un modelo mucho más completo que permite dar un tratamiento
a las interacciones competitivas.
En el capítulo 7, se presenta una aplicación en el contexto de los proyectos de infraestruc-
tura. Para ello, se introducen al análisis los mecanismos de compensación contractual en los
proyectos de asociaciones público-privadas (APP), los cuales han venido tomando gran im-
pulso en las últimas dos décadas. En este contexto, se implementan modelos de valoración
asociados a los esquemas de garantía de ingreso y terminación anticipada del contrato.
Finalmente, agradezco a los profesores Camilo Romero y John Moreno, de la Universidad
Externado de Colombia, quienes con su conocimiento profundo y amplia experiencia en el
tema contribuyeron, no solo a mi formación, sino que aportaron grandes ideas y me apoyaron
en el desarrollo de este libro.
Carlos Andrés Zapata Q.
Docente-Investigador
ODEON - CIPE
Universidad Externado de Colombia
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Tabla 7.3: Proyecciones y modelo financiero de la concesión (millones)
Año Tráfico anual Ingresos Costos y gastos Impuestos Utilidad operacional
1 2,75 40.528 2.376 10.788 - 163.843
2 2,91 44.249 2.307 11.245 - 158.396
3 3,09 48.311 2.448 12.602 - 152.723
4 3,27 82.853 6.303 17.052 59.498
5 3,47 90.458 6.492 19.573 64.393
6 3,68 98.763 6.687 22.331 69.745
7 3,90 107.829 6.887 25.345 75.597
8 4,13 117.728 7.094 28.640 81.993
9 4,38 128.535 7.307 32.242 88.986
10 4.64 140.335 7.526 36.180 96.629
11 4,92 153.217 7.752 40.483 104.983
12 5,21 167.283 7.984 45.186 114.112
13 5,53 182.639 8.224 50.326 124.089
14 5,86 199.405 8.471 55.943 134.992
15 6,21 217.711 8.725 62.080 146.906
16 6,58 237.697 8.986 68.786 159.924
17 6,98 259.517 9.256 76.114 174.148
18 7,40 283.341 9.534 84.119 189.688
19 7,84 309.352 9.820 92.866 206.666
20 8,31 337.750 10.114 102.421 225.215
21 8,81 368.756 10.418 112.860 245.478
22 9,34 402.607 10.730 124.263 267.614
Fuente: elaboración propia.
por aceptación P[VPN< 0] y el valor en riesgo (VaR, por sus siglas en inglés)5.
La figura 7.3 presenta la función de densidad, la cual permite confirmar un resultado favorable
del proyecto con un E[VPN] de $291 mil millones. Sin embargo, su nivel de riesgo es alto ya
que P[VPN< 0]=0,34 y VaR=$-362 mil millones. Estos resultados generan la necesidad de
incorporar esquemas de protección para los inversionistas y prestamistas, dado que un alto
nivel de riesgo puede afectar el cierre financiero. Lo primero que se debe definir es el umbral
a partir del cual el Gobierno realiza los pagos a la concesión. Similar a Buyukyoran y Gundes
(2017), se implementa un enfoque de optimización para determinarlo. Para ello, se considera
que un VPN = 0 puede determinar de forma adecuada este umbral6, dado que a partir de este
punto las condiciones financieras del proyecto son idóneas, es decir, el proyecto es viable
financieramente. Al optimizar este modelo, se encuentra que un descenso de un 22% del
tráfico vehicular, permite llegar a este objetivo.
5 Por ejemplo, se asume un nivel de confianza del 95%.
6 Otra alternativa puede enfocarse en la capacidad de pago del proyecto, es decir, en el DSCR. Bajo este
indicador se puede calcular e nivel de tráfico vehicular que lleva al cumplimiento de un DSCR mínimo durante
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Figura 7.3: VPN esperado
Fuente: elaboración propia.
Luego de obtener este umbral, se realiza un ejercicio de simulación adicional para valorar la
GIM. Para ello, en cada t se compara el ingreso garantizado (Rg), el cual está determinado
por el umbral, y el ingreso simulado (Rs). La figura 7.4 permite comparar dos escenarios de
este ejercicio de simulación: a) escenario de no pago por parte del Gobierno, donde el ingreso
que genera la concesión (Rs) es mayor que Rg y; b) escenario de pago, donde el ingreso de
la concesión (Rs) se encuentra por debajo de Rg.
Figura 7.4: Comparación entre Rs y Rg
a) Simulación 1: Rs > Rg b) Simulación 2: Rs < Rg
Fuente: elaboración propia.
Finalmente, como resultado de este ejercicio de simulación se obtiene el valor esperado de
la GIM (figura 7.5). El valor total que debería dejar comprometido el Gobierno para este
proyecto de concesión, teniendo en cuenta el riesgo de tráfico vehicular, asciende a $186 mil
millones, lo cual representa aproximadamente un 32% del valor total del proyecto. De igual
forma, con un 95% de confianza, el valor contingente máximo que compromete el Gobierno
($186 mil millones) es incluso mayor al valor mismo del proyecto.
4
Valor presente neto ampliado (VPNA)
Vehículo de propósito especial (SPV)
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Figura 7.5: Valor de la garantía de ingreso mínimo (GIM)
Fuente: elaboración propia.
Dadas las características del proyecto, el valor total de carácter contingente que el Gobierno
debe comprometer representa un costo relativamente alto para él y puede afectar seriamente
su presupuesto, teniendo en cuenta que el objetivo final del uso de un esquema de APP es el
de reducir la participación de recursos públicos7. Cabe resaltar que estos resultados dependen
tanto de los parámetros usados en la modelación del tráfico vehicular mediante un proceso
de tipo MGB, como de la escogencia misma del proceso estocástico. De acuerdo con Zapata
et al. (2019), el MGB no siempre es el más adecuado para modelar este tipo de variables,
en cambio, un proceso de reversión a la media como el proceso Ornstein–Uhlenbeck o sus
extensiones, pueden ser mucho más apropiados.
7.3. Terminación anticipada y compensación del contrato
de concesión
De acuerdo con Giraldo (2019), la terminación anticipada de un contrato de APP es una
situación donde el ciclo de vida del proyecto se interrumpe por un evento que inviabiliza su
continuidad. Además, la terminación se puede dar por varias razones, las cuales se pueden
categorizar, según la parte responsable de la terminación:
a) Por responsabilidad del Gobierno ante un incumplimiento de sus obligaciones.
b) Por responsabilidad de los inversionistas privados, producto de su incapacidad técnica,
financiera u operativa.
7 Particularmente para Colombia, la participación máxima que debería tener el Gobierno en este tipo de
financiaciones no debe exceder el 20% del valor total del proyecto, como lo indica la Ley 1502 de 2012 (o
Ley de las APP) y sus decretos reglamentarios. Este nuevo esquema normativo busca, no solo corregir los
problemas asociados con la terminación de los contratos de infraestructura, sino también reducir la participación
de recursos públicos de carácter contingente comprometidos en los proyectos.
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c) Por mutuo acuerdo de las partes (Gobierno y privados) debido a la materialziacion de
un riesgo o por cambios de las condiciones de mercado.
De igual forma, se puede dar una terminación unilateral por parte del Gobierno, la cual se
puede presentar como una expropiación o una recompra del proyecto. De todas estas razones,
para efectos del presente documento solo se analizará la terminación por mutuo acuerdo entre
las partes. Aquí, la posibilidad (u opción) que tienen los inversionistas privados de abando-
nar el proyecto, en cualquier momento t, a cambio de una compensación otorgada por el
Gobierno, genera un valor adicional. Esta opción de terminación anticipada del contrato de
concesión (TACC) actúa como un mecanismo de garantía, análogo a la garantía de ingreso
mínimo, cuando se materializan riesgos que afectan fuertemente el desempeño financiero del
proyecto, y puede ser valorada como una opción de abandono o de liquidación (para más de-
talles ver Zhang y Xiong [2015] y Liu et al. [2017]). Bajo esta flexibilidad, los inversionistas
adquieren el derecho de terminar anticipadamente el proyecto, cuando ellos encuentran que el
valor de compensación es mayor al valor de continuar el proyecto, es decir, el valor presente
de los ingresos. Una ventaja notable de este tipo de flexibilidad en el contrato, como afirma
Giraldo (2019), es la posibilidad de evitar costosas renegociaciones o litigios, que pueden
salir, incluso, más costosos que el mismo proyecto.
Valoración del mecanismo TACC como una opción put
Mediante el mecanismo TACC, el Gobierno compensa monetariamente a los inversionistas
privados cuando estos deciden no continuar con el contrato de concesión, por ejemplo, cuan-
do el ingreso generado por el cobro de peaje es demasiado bajo. A diferencia del esquema de
GIM, aquí el umbral que define el valor de terminación anticipada (V L) se calcula para cada





(Ct − Rt)(1 + r)t (7.6)
donde: Ct representa los costos de construcción, operación y mantenimiento, servicio de
deuda e impuestos, y TL el momento en el que se presenta la terminación del contrato. Esto
significa que el valor V L es diferente en cada momento t. Si la decisión de terminación
se toma al momento de finalizar la construcción, el valor de la compensación V L estará
determinado por el valor actualizado de todos los desembolsos realizados en la construcción
a la tasa r, esto si, por ejemplo, durante esta fase el proyecto no genera ingresos por concepto
de cobro de peaje. Lo anterior implica que, si V L al momento t es mayor al valor presente
de futuros flujos que generaría la concesión, si continúa con su normal funcionamiento (Vt)
teniendo en cuenta la trayectoria futura del nivel de tráfico vehicular, la decisión óptima para
los inversionistas es terminar el contrato.
Ahora, si se asume que el tráfico vehicular es la principal fuente de incertidumbre del proyecto
y este viene caracterizado por un proceso estocástico del tipo MGB, como indica la ecuación
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(7.2), entonces el valor del mecanismo TACC está determinado por la ecuación (7.7), de
forma análoga a una opción put americana.
VTACC = Max(0, V Lt − Vt) (7.7)
Aplicación
Para la aplicación del modelo de valoración del mecanismo de compensación TACC, se pro-
pone el mismo proyecto de concesión hipotético de la sección 7.2. Para ello, se toma el mismo
modelo de comportamiento del tráfico vehicular, según los parámetros definidos allí y, ade-
más, se asume que el Gobierno compensará tan solo el 80% del valor de los costos incurridos
en el momento que se realiza la terminación del contrato. Teniendo en cuenta las proyeccio-
nes de los ingresos y costos, y la ecuación (7.6), se encuentra que esta compensación (V Lt )
solo estará disponible por 18 años. La tabla 7.4 muestra las respectivas proyecciones.
Tabla 7.4: Estimación de V Lt (miles)
Año 1 2 3 4 5 6 7 8 9
V Lt $130,37 $255,46 $374,94 $368,29 $359,18 $347,68 $333,87 $317,83 $299,623
Año 10 11 12 13 14 15 16 17 18
V Lt $279.30 $256,93 $232,55 $206,20 $177,93 $147,77 $102,13 $55,52 $7,92
Fuente: elaboración propia.
Ahora, al usar la ecuación (7.7) se estima el valor de la opción . Para ello, se utiliza el modelo
binomial. En este ejercicio de valoración se estima primero la volatilidad del proyecto de
concesión, la cual al usar el modelo de Copeland y Antikarov (2001) (ver sección 4.3) se
estima en un 60% (usando simulación de MC con una muestra de 100.000 iteraciones).
Finalmente, se encuentra que el valor de la opción de terminación anticipada es de $225 mil
millones, con posibilidades de ejercicio de la opción desde el tercer año.
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